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Capitulo 1

Régimen Senoidal Permanente

Cuando a un circuito cualquiera se lo somete a una excitacion de tipo senoidal, la
respuesta permanente tendrd la forma general A cos(wt)+ B sin(wt), o bien F' cos(wt+

Para analizar el régimen permanente de circuitos sometidos a este tipo de excitacion
se utiliza una técnica que permite no tener que realizar las ecuaciones diferenciales
para obtener la respuesta.

Ir . 1.1. Definiciones generales

R Se denomina fasor a un segmento orientado, que gira con velocidad angular w,

alrededor del centro de coordenadas.
Figura 1.1: un fasor,
con su parte real e

imaginaria. f(t) - F cos(u)t + ¢)
Fed@it9) —  F (cos(wt 4 ¢) + jsin(wt + ¢))
f(t) — Fej(Wt+¢) + Fe—j(wt+¢)

1.1.1. Impedancia compleja

Si se define un fasor V' para la tensién en un elemento, y otro fasor I para la
corriente en ese elemento, es posible encontrar la impedancia correspondiente a ese
elemento como Z = %

Si ambos fasores tienen una misma frecuencia w, la diferencia angular entre ellos
permanecerda constante.

Se llama reactancia a la parte imaginaria de una impedacia compleja, y resistencia
a la parte real. La inversa de la impedancia es la admintancia, mientra que la

inversa de la reactancia es la susceptancia.

1.1.2. Impedancia compleja en el Resistor

Para un circuito como el de la figura 1.2, Se define v(t) = Vinax€?e7*t . de modo
que la corriente serd i(t) = Ymixeideiwt
)m +§ Por otro lado, en forma fasorial, V = Viae??, y I = Ymixei?

! R

Como se puede apreciar, en el caso del resistor, la corriente y la tensién
permanencen en fase, ya que tienen una misma frecuencia w y se diferencian

N
o(t) _(

Figura 1.2: Tensién y 2
corriente en un
resistor.



3 1.1 Definiciones generales

unicamente en un factor de escala.
La impedancia compleja del resistor estard dada por la ecuacién (1.4).

Zn=R (1.4)

1.1.3. Impedancia compleja en el Capacitor

Para un circuito como el de la figura 1.3, Se define v(t) = Vj4ce/%e/*!, de modo
que la corriente serd i(t) = C’dijd—?) = jwO Vs et

Mientras que el fasor de la tensién serd V = Vi4e’® v el de la corriente
serd, I = jwC'Viyaxe’®.

Teniendo en cuenta que es posible escribir j = e/7/2, 1a corriente se puede expresar
como | = wCVaue??t™/2. Es decir que la corriente en el capacitor adelanta a la
tensién en /2.

Es importante recordar que esto vale para el régimen permanente. No quiere
decir que durante el transitorio empiece a circular la corriente antes que la tension,
sino que durante el permanente, la fase de la corriente estd adelantada en /2.

La impedancia compleja del capacitor estard dada por la ecuacién (1.5).

—J
Z —_ —— 1-
¢= G (1.5)

Dado que la impedancia es imaginaria pura, es evidente que la reactancia es
Xo = % y la resistencia es nula.

1.1.4. Impedancia compleja en el Inductor

Para un circuito como el de la figura 1.5, Se define v(t) = Viyse??e?“t, de modo
que la corriente serd i(t) = ¢ [ v(7)dr+1(0), el dltimo término ((0)), no se considera

en este andlisis ya que afecta al régimen transitorio y no al permanente.

1 . .
i(t) = Zumﬂm/kwmt (1.6)
1 L
i(t) = ——V, s ePelt 1.7
0 = — (17)
Mientras que el fasor de la tensién serd V = Vise’® v el de la corriente
serd I = WLLVméXej‘i’.

Teniendo en cuenta que es posible escribir 1/ = e=9™/2, la corriente se puede
expresar como I = wCVpe?® ™2, Es decir que la corriente en el inductor atrasa
a la tension en 7/2.

Al igual que en el caso del capacitor, no hay que olvidar que esto vale inicamente
para el régimen permanente.

La ecuacién (1.8) indica el valor de la impedancia compleja del inductor.

Z5, = jwL (1.8)
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Figura 1.3: Tensién y
corriente en un
capacitor. ]

Figura 1.4: Diagrama
fasorial de la tensién
y la corriente en un
capacitor.

o ok

Figura 1.5: Tensién y
corriente en un
inductor.

Figura 1.6: Diagrama
fasorial de la tensién
y la corriente en un
inductor.
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Como en el caso del capacitor, dado que la impedancia es imaginaria pura, es
evidente que la reactancia es X; = wL y la resistencia es nula.

IC = VwC VL = JwL

1.1.5. Generalizacion 4 v I
IR — R

Se puede generalizar el comportamiento de la corriente de los tres componentes,
en funcién de la tension. O también, el comportamiento de la tension en funcién de

Ve=1IR

la corriente. Esto se ilustra en {ésrﬁ@ras 1.7y 1.8. Vo=
Figura 1.7: Fasores de corriente en funcion Figura 1.8: Fasores de tensién en funcién
del fasor tensién. del fasor corriente.

Como ya se dijo mas de una vez, todo este andlisis es valido tinicamente para
régimen senoidal permanente.

1.2. Analisis del circuito RLC

Para un circuito como el de la figura 7?7, si la alimentacién de la fuente estd dada
por v(t) = Vcos(wt), se puede definir una funcién compleja cuya parte real sea v(t):
Vel“t, de forma que la corriente del circuito estard dada por i(t) = Re(le™7(@H9)),

Es posible con este nuevo método plantear y resolver la malla del circuito en
forma fasorial, sin necesidad de utilizar las ecuaciones diferenciales.

Vet = RIe™ + Ljwle™' + jw%lej‘”t (1.9)
Vet = Jelt (R + jwL + WLC) (1.10)
Vo= 1 <R+ij - W%) (1.11)
I = v (1.12)

R+j(wL— %)

Una vez obtenida la expresion compleja para el fasor I, es posible multiplicarla
por le conjugado para obtener su parte real.
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Capitulo 2

Transformada de Laplace

Aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones de un circuito nos permite
analizar facilmente la respuesta en frecuencia de ese circuito.
2.1. Definiciéon y propiedades

La transformada de Laplace F'(s) de la funcién f(t) estd dada por la ecuacién
(2.1).

£{ray = Fis) = [ eror (21)
Mientras que la anti-transformada estd dada por la ecuacién (2.2).
LHF(s)} = f(t) = /00 e F(s)0t (2.2)
0
Linealidad
L{Afi(t)+ Bfa(t)} = /OOO e (Afi(t) + Bfa(t)0t (2.3)
= AFi(s)+ BFy(s) (2.4)

Desplazamiento en el tiempo

L{flt—a) = /OOO e (t — a)Ot (2.5)
= e “F(s) (2.6)

Desplazamiento en frecuencia

L{e"f(t)} = e~ Dt F (1) ot (2.7)

(S
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Escalamiento

L{flat)} = /0 e fat)on (2.9)

— éF (2) (2.10)

Derivacion

La transformada de Laplace nos permite trabajar con derivadas de forma alegebraica.
A continuacion la deduccién para la transformada de la primera derivada.

cirwy = [ erwer (2.11)
= e f()|] + s/ooo e St f(t)ot (2.12)
= sF(s)— f(0) (2.13)

La deduccion para la segunda derivada es equivalente.

Ci W) = /meﬂvwwm (2.14)

0
= s*F(s) = sf(0) — f'(0) (2.15)
Integracion

Al igual que con las derivadas, la transformada de Laplace nos permite trabajar
con las integrales de manera algebraica.

E{/Otf(T)aT} = /OOO e ® (/Otf(T)dT> dt (2.16)

= %F( ) (2.17)
Teorema del valor inicial
11’_{% f(t) = Slirgo sF(s) (2.18)
Teorema del valor final
tEI& ft) = ll_I)% sF(s) (2.19)

Transformada de la convolucién

c {/Ot At — T)fQ(T)aT} — Fy(s)Fy(s) (2.20)
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7 2.2 Algunas transformadas comunes

2.2. Algunas transformadas comunes

Escalén unitario

£{u(t)} = / ettt = —test| =1 (2.21)
0 s 0o S
Impulso unitario
L{5(t)} = sC{u(t)} —u(07) = 2 —0=1 (2.22)
Exponencial
L£{e"u(t)} = / e~y (t)dt = ! (2.23)
0 S —a

Donde a puede ser cualquier nimero complejo de la forma a = k+jw. O directamente
a=jw.
De hecho, la transformada de e™/“'u(t) (;77;) v la transformada de e/'u(t)

(=), pueden resultar muy ttiles para resolver circuitos de primer y segundo orden.
s—jw

Funciones senoidales

Las transformadas del seno y el coseno pueden obtenerse a partir de la transformada

de la exponencial, utilizando la férmula de Euler.

L{cos(wt)u(t)} = L {Mu(ﬂ} (2.24)
1 1 1 1 s+ jw+s—jw
T2 (5 — jwt i s +jwt) T2 ( s2 — w? ) (2.25)
L{cos(wtiu(t)} = - - - (2.26)

L {sin(wt)u(t)} = E{ejm;—;_wtu(t)} (2.27)

B i 1 _ 1 B i s+ jw— s+ jw
2 (s —jwt s —i—jwt> Y ( §2 — w? > (2.28)
L{sin(wtu(t)) = ——2 (2.29)

s2 — (2

2.3. Aplicacién a circuitos

En un circuito RL de primer orden como el de la Figura 2.1, la ecuacién de la
malla estara dada por:

V(t) = L% +i(t)R (2.30)
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2. Transformada de Laplace 8

Aplicando la transformacion de Laplace a ambos miembros de la ecuacion:

LV} = E{L%Jri(t)}%} (2.31)
L{V(#)} = L(sl(s)—i(07))+1I(s)R (2.32)

s

Si la entrada es v(t) = u(t), se puede obtener una expresién para la corriente:

% = I(s)(sL+ R) — Li(07) (2.33)
% — I(s)(sL+ R) — Li(0") (2:34)
Is) = = jLng) (2.35)
Is) = tL L) (2:36)

ssL+R ' sL+R

Cada uno de los términos de I(s) puede anti-transformarse para obtener una
expresion para i(t).
Para el primer término:

Fi(s) = - - 2.37
W) = SITR TSI (2:37)
tq R 1L |
) = [ 2 —etrdr=—22 e ir 2.
f1(t) /0 7 e T IR e ) (2.38)
1 _z,
= 3 (1 —e ) u(t) (2.39)

Mientras que para el segundo término:

Li(07)  Li(07)
sL+R  L(s+%)
ft) = i(07)e T hu(t) (2.41)

FQ(S) =

(2.40)

De manera que la expresién general para i(t) sera:

i(t) = ((2’(0) - %) e Ll %) u(t) (2.42)

2.4. Cocientes de polinomios

La transformada de Laplace resulta de suma utilidad cuando se tienen expresiones
de la forma:
aosN + al.SN*1 +...+ay

F(s) =
() bosM + by sM=1 4+ +b,

(2.43)

Es decir, un cociente de dos polinomios en s.

En principio, una vez que se obtiene una funcion de esta forma, se necesita que
el orden del numerador sea menor que el orden del denominador, porque de esa
manera se puede anti-transformar utilizando las propiedades.
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9 2.4 Cocientes de polinomios

Si N > M, sera necesario reducir el orden del polinomio, efectuando una divisién
de polinomios, de tal manera que:

K

F(s)= KsV ™+ KoV M=-1 4 4 Ky_
(s) 18 + Kys +.+ NM+608M+._'+bm

(2.44)

Donde K es el resultado del primer cociente, K5 el resultado del segundo, y K es
el resto.
De esta forma, la anti-transformada de F(s) seré:

K
bos™ + ...+ by,

F(t) = Cn_ni6(t) + Cnarsrd' ) + ...+ CLN M) + L { } (2.45)

En el caso en que N = M, también es necesario dividir los polinomios, pero en
el resultado habrd una tnica §(t).

Ejemplo

_233~|—3$2+5s+2

F(s) = 2.4
() s2+3s+1 (2.46)

Dividiendo el nimerador por el denominador se obtiene un cociente de 2s — 3 y
un resto de 12s + 5. De manera que F(s) seréa:

1254+ 5

Fls)=2s -3+ —o 12
(5) ° +324—?>s+1

(2.47)
Finalmente, cuando N < M, es necesario buscar las raices del denominador, que
seran los polos de la transferencia. La funcién tendra la forma:

_ N(s)
Fls) = so(s—s1)...(s—su) (2.48)

Donde N(s) es un numerador, un polinomio de orden N.

2.4.1. Raices reales y diferentes

En el caso en que las raices sg...sy sean todas reales y diferentes, se puede
separar la funcion por el método de fracciones simples, de tal manera que:

F=—2 4 B M (2.49)

5—8 S§—S9 ‘s — sy

Los coeficientes, para tres raices, se pueden encontrar de la siguiente manera:

N(s1) B N{(s2) O N (s3)

4= (s1— s2)(s1— s3) (s2 = s1)(s2 — s3) (s3 = s1)(s3 — 52)

(2.50)

Donde N (s) es el numerador y A, B y C' son nimeros que no dependen de s.
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2. Transformada de Laplace 10

Ejemplo numérico

3 3
FO) = 575 - 679619 (251)
_ 4 + B (2.52)
s+3 s+5
3 3
A= 3573 (2:53)
5) 3
B = —— =3 (2.54)
3 1 1
ft) = g (e +e™) u(?) (2.56)

Ejemplo en un circuito

Un circuito capacitivo como el de la Figura 2.2, estara caracterizado por las
siguientes ecuaciones:

ww:¢@&+w@+%/%mhﬂm& (2.57)

2

dVa(t
At) | Va
dt Ry

’L(t) = iCl + ’iRQ == CI (258)

Donde V4 es la tension entre los bornes del capacitor Cf.

Cy
Ry

o(t) +Q

Figura 2.2: Un circuito con raices reales.

Haciendo la transformada de Laplace en ambas ecuaciones, y operando para

Analisis de Circuitos Facultad de Ingenieria - UBA



11 2.4 Cocientes de polinomios

obtener un cociente de polinomios:

V(s) = I(s)Ry+ Va(s)+ %21( )+ I(s)R3 (2.59)

= I(s) (Rl + %2 + R3> + Va(s) (2.60)

I(s) = sCiVa(s)+ % (2.61)

I(s)
Vils) = 9 2.62
) = G (2.62)
1 I(s)

V(s = Rl — Rg —1 2.63

@ = 10 (R gt R) + g 263)

V(s) = <R1 TG TRt ﬁ) (2.64)

V(s) — (SCQRl + 14 sCyR; I SCI}R;LQQ - 1> (2.65)
. SCQRl + 1 + SCQRg)(SClRQ + 1) + SCQRQ

Vi(s) = ( SCo(sCrFy + 1) ) (2.66)

2.4.2. Raices reales dobles

Si una o mas raices se repiten, se trata de raices dobles, en lugar de simples. Para
hacer la separacion en fracciones serd necesario tener en cuenta esta situacion.

Por ejemplo, para un caso con una raiz doble s; y una raiz simple ss:

Fey=—2 4 B C (2.67)

(s—s81)2 s—8 S— 89

En este caso, los coeficientes, se pueden encontrar de la siguiente manera:

N 0 N(s)

(s1— s2) Os (s — s9)

N{(s2)

A p—
(52 — 51)?

C = (2.68)

S1

Donde N(s) es el numerador y A, B y C' son nimeros que no dependen de s. Para
el coeficiente B es necesario hacer la derivada de la funcién, ya que de ese modo se
reduce el orden del polinomio.

En el caso en que hubiera una raiz triple, el procedimiento seria similar, teniendo
una fracciéon con denominador (s — s1)3, otra con denominador (s — s;)? y otra con
denominador (s — s).
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Ejemplo numérico

1

o) = Gt (2.69)

A B C
T G613 5+3) s+2 (2:70)
A :_%12=—1 (2.71)
C - _21+ =1 (2.72)

o 1 L

%(S—I-Q) = —(s+2) (2.73)
B = —(-3+2)%=-1 (2.74)

1 1 1
Fls) = _(s+3)2_s+3+s+2 (2.75)
ft) = (—te —e 4 e ) ut) (2.76)

2.4.3. Raices complejas conjugadas

Para los circuitos que se estudien en esta materia, siempre que aparezca un polo
complejo en una funcién, aparecera también su conjugado.
Por ejemplo, para un caso con dos polos s; y su conjugado si:

F(s) = A | B (2.77)

s—58 S§—8]

En este caso, el coeficiente A es conjugado de B, es decir B = A*. Ademas,
51 = 01 +jwy s] = 01 — jw. De esta manera, se pueden obtener las siguientes
expresiones:

N(s1) N(s1)

A= el Bl (2.78)
. N(s1) __N(Sik)
S P R 7% (2.79)

A(s — s7) + A*(s — s1)

F(s) o= D (2.80)
e 231
MRl e .

De esta manera, la funcién f(t) estara dada por:
f(t) = 2Axe™ cos(wt) — 2Age sin(wt) (2.83)
ft) = e (2Ag cos(wt) — 2Ag sin(wt)) (2.84)

Analisis de Circuitos Facultad de Ingenieria - UBA



13 2.4 Cocientes de polinomios

2.4.4. Diagrama de polos y ceros

Se trata de un diagrama que permite tener una rapida idea de la funcién que
se estd analizando. Jucluye los polos (raicesjdel denominador) y los ceros (raiges del
numerador).

Por ejemplo, el diagrama de la figura 2.13Xpodr1'a corresponder a una ﬁ(mciéln
f(t) = 3e73 4x18ex%, 0 también a una funciédzbg(t) = 1682¢ 73 + 2815¢d*

—6 —3 o o a A o
—1x x -1
Figura 2.3: Diagrama de Figura 2.4: Diagrama de Figura 2.5: Diagrama de
polos y ceros. para polos y ceros para polos y ceros para
f(t)=e 3t +e76¢ f(t) = cos(wt). cos(wt + a)e™ At

En el caso de la Figura 2.4, la funcién serd F'(s) = ==, que se puede antitransformar
para obtener la funcién f(t) = cos(wt). Es decir que todo diagrama de la forma del
indicado en esa figura, correspondera a una funcién coseno.

Por otro lado, el diagrama de la Figura 2.5, estd asociado a la funcién F(s) =
Aoz Cuya anti transformada sera f(t) = cos(wt + a)e At

Es decir que se trata de una funcién coseno desplazada y amortiguada. El
desplazamiento de los polos implica que se multiplica la funcién por la exponencial

e~ v el desplazamiento del cero implica un corrimiento en la fase.

Como se deduce de este tltimo ejemplo, al analizar un diagrama de polos y ceros,
los polos determinan la forma de la funciéon, mientras que los ceros determinan la
fase.

Ademas, si los polos son puramente imaginarios, se trata de una funcién sinusoidal
cuya amplitud no estd modulada por una exponencial. Es decir, cuando los polos
son puramente imaginarios se trata de un régimen senoidal permanente.

Polos reales y complejos

Si la funcién a graficar es de la forma F(s) = Sfa, se trata de un polo en —a,
pero si la funcion es de la forma F(s) = m, es necesario buscar los ceros del

denominador para determinar qué tipo de polos son.

A) Para hacer este andlisis, se puede utilizar otra notacién, mas apropiada para
analizar filtros.

1

F(s) = W (2.85)
Las raices de esta ecuacion estaran dadas por:
wo 1)\?
S12 = —@ + wy (@) -1 (2.86)

2
De manera que analizando el término (%) es posible determinar el comportamiento

general del circuito.
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Figura 2.7: Polo
complejo, con
wg = w,zl + o2

2. Transformada de Laplace 14

2
a) Si (%) > 1, @ < 1/2 y las raices son reales y negativas.

2
b) Si (%) =1, Q = 1/2 y la raiz sera —‘2“—5, es decir una raiz doble y

negativa.

2
c) Si (%) <1, @ > 1/2 y las raices complejas conjugadas, dadas por la
.\ . Jw
t .
siguiente ecuacién XQ = oo

Q=22

2
512 = —;—CO? + jwo @3 - %) (2.87)

Para el caso de polos complejos conju@dﬁs@ el anguld que formen los polos
con el eje de los reales dependera del valor de (), cuando el dngulo es de 45
grados, Q = v/2/2, cuando el dngulo es de 90 grados, Q — oo.

X

Figura 2.6: Circunferencia donde se ubican los polos y ceros complejos

Como puede apreciarse en la Figura 2.6, si () varia, la distancia del polo al
origen permanece constante. Lo inico que cambia es la parte real del polo, que
en los circuitos analizados solamente puede ser negativa.

Analizar figuras como la Figura 2.6 puede servir como referencia acerca del
comportamiento que va a tener un determinado circuito, antes de resolverlo.

B) Otranotacién que también puede utilizarse para analizar esta clase de polinomios
es la siguiente.

N(s)

F(s) = ——F—F——
(5) $2+20s+wd

(2.88)

Esta segunda expresion puede también analizarse de la siguiente manera.

W, 24205+ wd=(s+0)?—0*+wi=(s+0)+u? (2.89)
—_———

wp
En el diagrama de polos y ceros, cuando se trata de un polo o cero complejo, o

es la parte real, w, es la parte imaginaria y wy es el médulo, es decir wg = w? + o2
Esta relacion se ilustra en la Figura 2.7.

Ejemplos numéricos

1.
3s
Fls) = ——— 2.90
()= F 555 1 100 (2.90)
Las raices estaran dadas por:
5+ /25 — 400
S12 = — (291)

2

De manera que se trata de dos polos complejos conjugados. Es posible
reformular la expresion y a continuacién hacer la anti-transformada.
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15 2.5 Resolucién de circuitos

3s
Fe) = Gizsrrosm (2.92)
L (s+25)-25
Fls) = 30 a5y v 3.1 (2.93)

ft) = 3[6_2‘5t (Cosmt-f- 25 sinx/ﬁt)] (2.94)

Vv93.75
6.25
ft) = 3e *"cos <\/ 93.75t + oz) 1+ 9a7E (2.95)
Donde o = arctan \/%
2.
s+5
F = — 2.96
() s2+4s+ 25 (2.96)
s+2+3
= -~ - 2.97
(s +2)2+21 (2.97)
3
t)y = e * (cos 21t + sin 21t> 2.98
() VI + s sin/ (2:98)
3. 15
F(s) = 2.99
()= 25705 + 14 (2.99)
En esta ecuacién wy = 12, wy/Q = 10, de donde @ = 1.2 > 0.5, es decir se
trata de polos complejos conjugados, con |o| = 5. Es decir que la parte real
del polo sera de —5 y la parte compleja de v/119.
4.

5?2+ 16s + 16
F(s) =
(%) = 5205 + 100
En primer lugar, analizamos los ceros: wy = 4, wy/Q = 16 de donde @ = 1/4.
Es decir que los ceros son reales y negativos.

Para los polos, ademds, wy = 10, wy/Q = 40 de donde @) = 1/4. Es decir
que los polos también son reales y negativos.

Los valores de los ceros estaran dados por: sy = — 1625664 Vg‘%_“ = —8 + V48,
_ 404,/T600—400 __
2

(2.100)

mientras que los valores de los polos estaran dados por: 19 =

—20 £ v/300.

2.5. Resolucién de circuitos

2.5.1. Impedancias Operacionales

Se llama impedancia operacional, a la impedancia que se le otorga a un
determinado elemento de circuito cuando se trabaja con la transformada de
Laplace. Esta impedancia se obtiene a partir de aplicar la transformada de
Laplace a la ecuacion que vincula la corriente y la tension en el elemento.

No se tienen en cuenta las condiciones iniciales, ya que la impedancia operacional
se aplica inicamente al régimen permanente.
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2. Transformada de Laplace 16

Resistores
v(t) = i(t)R (2.101)
V(s) = I(s)R (2.102)
Zr(s) = R (2.103)

Capacitores
it) = CdQ;—E? (2.104)
I(s) = C(sV(s)—V(0)) (2.105)
Zo(s) = % (2.106)

Inductores
o(t) = Ldii(tt) (2.107)
V(s) = L(I(s)+1(0)) (2.108)
Zr(s) = sL (2.109)

Al comparar estas impedancias con las utilizadas en el régimen senoidal
permanente, resulta claro que sL = jwL, 1/sC = 1/jwC. Es decir, que
si s = jw se trata de un régimen senoidal permanente. En el caso en que s
tiene parte real, puede tratarse de cualquier régimen. Es decir que, el analisis
mediante fasores es un caso particular del analisis utilizando la transformada
de Laplace.

2.5.2. Circuito RLC serie

vp(t) _ L on(t) _
+ + 2

P +
v(t) <> i(t) C =="vc (t)

Figura 2.8: Circuito RLC serie.

La transformada de Laplace se puede utilizar para resolver un circuito como
el de la Figura 2.8. Para ello, en primer lugar, planteamos el circuito y luego
lo transformamos.

Analisis de Circuitos Facultad de Ingenieria - UBA



17 2.5 Resolucién de circuitos

W):L +m+—/ 7)dt + Ve (0)

_ I(s)  Vc(0)
V(s) = L(sI(s)—1(0))+ RI(s)+ - + — C
_ 1 Ve(0)
V(s) = I(s)(sL+R+SC> —LI(0)+ .
condlclon\e,s iniciales
—LI(0) + ¥cl©
I(s) = Vis) sL+R+ &
s —LI(0) + Y&
I(s) = V(s)= ¢
() (S)L s2+%s+%

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

De la ecuacion (2.114) se puede ver que los polos para la corriente (s)

tendréan un wy = 1/vLC yun Q = L/RVLC.

Tomando condiciones iniciales nulas, se puede buscar el valor de la tensiéon

Vg dada por:

V(s)
sL+R+1/sC
Vr(s) = I(s)R

V(s)R
sL+R+1/sC

RsC
= V) gIersorta
RsC

LC (52 + 22 + 75)
O L

R 1
L82+ZS+E

= V(s)

Para el caso en que v(t) = u(t), se tiene que V(s) =1/sy

R 1
Vils) = L+ e

Los polos de esta ecuacién son: s; 9 = —

Ademas, wg = % vy Q= \/%R

2.5.3. RLC Paralelo

R/LE+/(R/L)2—4/LC g
2 — T 2L

(2.115)
(2.116)
(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

R2 1
iz ~ 1o

Para resolver un circuito RLC paralelo como el de la Figura 2.9, se plantea la

ecuacion de la suma de corrientes.

Margarita Manterola
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2. Transformada de Laplace 18

+ +

Z(t)@ R§ C+ L J

B in | Vie—

Figura 2.9: Circuito RLC paralelo.

I(s) = Igr(s)+1Ip(s)+Ic(s) (2.122)

Vis)  V(s)

1 = — 4+ — 2.12
(s) A V(s)sC (2.123)
1 1
1 = e i 2.124
(s) V{(s) (R+SL+SC) ( )
Ahora es posible encontrar una expresiéon para la tensién de salida V(s):

1(s)

V(s) = ———— (2.125)
£+ &=+ sC
I(s)sL
V(s) <S)SL (2.126)
S2LC + F +1
s I(s)
V = - 2.127
G i
Si la fuente de corriente es i(t) = u(t), I(s) = 1/s, y se toman condiciones
iniciales nulas, V(s) sera:

1 1

V(s) (2.128)

_6824-%4‘%

Los polos de esta expresion, seran tales que wy = 1/vVLC y Q = RC/VLC.

2.5.4. Circuito con un amplificador operacional

De la misma manera, se puede aplicar la transformada de Laplace para resolver
circuitos mas complejos como el de la Figura 2.10.
Se plantean las ecuaciones para cada uno de los nodos del circuito.

Ry

V7)) Vi(s) = Vols) I Vo(s) K1 (2.129)
VH) 0= Vg(s) (302 + Ri2> — Va(s)sCs (2.130)
VA) 0=V, (sCl + sCy + Ri1> — Vi(s)sCy — Vo(ls) — Vi(s)sCy (2.131)
Se puede buscar una expresion para Vu(s).
Va(s)sCy = Vo(s)K, (302 - }t%) (2.132)
K, (56’2 + RLQ)

VA<S) = Vo(S)

2.1
< (2.133)
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19 2.6 Transferencia operacional

Ry
WA
Ch Cs Vs
O——”——o——‘ +
v; Va
—O
Vo
Ry _
R, Hs
O O
Figura 2.10: Circuito de segundo orden.
Y se busca la expresién para Vp(s) en funcién de Vi(s).
1 1
‘/](5)801 = VA(S) (801 —+ SCQ + R_) — Vo(S) (ﬁ — K1$CQ) (2134)
1 1
V C Ve Kl (802 i R%) C C L L K,1sC§2135
[(S)S 1 = O(S) 802 (S 1+S 2+E>—R—l+ 18£. )
Vols) = Vils)sCy (2.136)

K1(sCat+ 1
1(+2R2) <801 +sCy + R%) - R% + K15Cy

2.6. Transferencia operacional

La transferencia esta dada por:

T(s) = (2.137)

Donde V (s) es la tensién de entrada y Vs(s) es la tensién de salida.

Al hablar de transferencia no se tienen en cuenta las condiciones iniciales,
ya que solamente se tiene en cuenta el régimen permanente.

Si V(s) =1 (un impulso) la respuesta dependerd tinicamente del circuito, no se
puede establecer una transferencia.

Las transferencias seran siempre un cociente de dos polinomios con variable s.

Por el teorema de la convolucién, si se tiene la transferencia 7'(s) de un circuito,
se puede obtener la transferencia T'(t) del circuito y convolucionarla con la funcién
de entrada para obtener la salida.

2.6.1. Divisor de tension

Si se tiene un divisor de tension como el de la Figura 2.11, donde las
impedancias son Z(s) y Za(s) (es decir, pueden ser capacitivas, inductivas y/o
resistivas), la transferencia sobre Zy estara dada por

Vo(s) ZQ

T(s) =

Margarita Manterola Agosto 2004
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Capitulo 3

Diagramas de Bode

Trabajar el modulo de una transferencia que se ha transformado mediante la
transformada de Laplace es muy incomodo. Por ese motivo, se utilizan los diagramas
de Bode de respuesta en frecuencia, basados en la utilizacion de logaritmos para
la representacion gréfica.

3.1. Expresion de la transferencias

Para poder realizar los diagramas de Bode, la transferencia T'(s) del circuito,
debe expresarse como el cociente de dos polinomios en s, como ilustra la ecuacién

(3.2).

"4+ a1+ ays" 2+ ... +a,
T = H 3.1
() s+ bysmL 4 bhys™ 2+ ...+, (3.1)

s—2Z1)(s—2Zs)...(s—Zy)

(
T(s) = H 3.2
() (S—Pl)(S—P2)<S—Pm) ( )
Donde Z1,...,Z, son los ceros de la transferencia y P,..., P, son los polos de la

transferencia.

Ademas, se impone la condicién de que s es una variable puramente imaginaria,
es decir, s = jw, esto se debe a que cuando los valores de s son imaginarios, se trata
del régimen senoidal permanente, como se explicé en la Seccion 2.4.4. Y siempre que
se busque la respuesta en frecuencia de un circuito, se esta trabajando con régimen
senoidal permanente.

En este caso, la transferencia sera

(Jw—21) (Jw — Z3) ... (Jw — Zy)

T(jw) = H- : : 3.3
(je2) (jw—P)(jw—Py)...(Jw— Pp) (33)
A continuacién se expresa en logaritmos, para poder realizar el analisis.
o, W
log |T(jw)| = log|H|+ log Ll +...+log Ll | (3.4)
A Zn
Jw Jw
—log|—=——-1—...—log|=— —1
|l

20



21 3.2 Diagramas basicos

Finalmente, se normaliza esta expresion para obtenerla en dB.

20log |T(jw)| = 20log|H]|+ 20log ‘7Z—w—1‘—|—...+2010g JZ—“’—1‘ (3.5)
—201log ‘7—w—1’—...—2010g ‘7—”—1‘
Pl m

3.2. Diagramas basicos

3.2.1. Diagrama para un polo

Si la transferencia es de la forma T'(s) = ﬁ, el gréfico a realizar correspondera a

1 1

w_q] 2
51 (#) +1

2 2
: w w
T (jw)|;z = —20log <_P ) +1=—10log (_P12 + 1) (3.7)

1

T(Gw)l = (3.6)

De manera que se pueden plantear dos rectas asintotas para cuando w — 0
(frecuencias bajas) y w — oo (frecuencias altas).

w—0 = |T(jw)|,z=0 (3.8)
2

w—o00 = [T(jw)|,z = —1010gﬁ (3.9)
1

T (jw)|;5 = —20logw + 201log Py (3.10)

Al graficar la transferencia T'(jw) (en dB) en funcién de w (en escala logaritmica),
vemos que se trata de dos rectas, una horizontal en 0, y la otra diagonal, con
pendiente —20dB.

Para realizar el grafico de Bode, se decide la siguiente regla: a partir del punto
en que las dos asintotas se cruzan, hacia atrds vale la horizontal, y hacia adelante
la diagonal.

La Figura 3.1 muestra el tipico Diagrama de Bode para una funcién con un polo,
que en este caso se encuentra en w = 10.

Como se puede ver, el diagrama asintético se aproxima mucho al real, excepto
alrededor del polo. La distancia maxima entre ambos diagramas es en el punto
w = 10, donde hay una separacién de 3dB.

3.2.2. Diagrama para un cero

Si la transferencia es de la forma T'(s) = s—Z1, el grafico a realizar correspondera a

T(jw)l = ljw—Zi] =/w® + 27 (3.11)
T(jw)|,z = 20logy/w?+ Z% = 10log (w* + Z7) (3.12)

Del mismo modo que con el polo, se pueden plantear dos rectas asintotas para
cuando w — 0 (frecuencias bajas) y w — oo (frecuencias altas).
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3. Diagramas de Bode 22

20
15

10

5 curva real

-10
-15
-20

-25
1 10 100

Figura 3.1: Diagrama de Bode para una funcién con un polo en w = 10.

w—=0 = |T(jw)|,z =20log Z; (3.13)
w—00 = |T(jw)|,z=20logw (3.14)

Al graficar la transferencia T'(jw) (en dB) en funcién de w (en escala logaritmica),
vemos que se trata de dos rectas, una horizontal en |Z|4B, y la otra diagonal, con
pendiente 20dB.

Para realizar el grafico de Bode, se utiliza la misma regla mencionada anteriormente.

65
60
55
50
45 curva real
40
35
30
25

20
10 100 1000

Figura 3.2: Diagrama de Bode para una funcién con un cero en w = 100.

La Figura 3.2 muestra el tipico Diagrama de Bode para una funcién con un cero,
que en este caso se encuentra en w = 100. Se puede observar que la transferencia
aumenta a partir del cero, y que por otro lado el cero impone un valor mayor de
transferencia para w — 0.

Como se puede ver, el diagrama asintético se aproxima mucho al real, excepto
alrededor del cero. La distancia maxima entre ambos diagramas es en el punto
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23 3.3 Combinacién de diagramas

w = 100, donde hay una separacion de 3dB.

A partir de un polo, la transferencia del circuito siempre disminuye, a partir de
un cero, la transferencia aumenta.

3.3. Combinacion de diagramas

Una transferencia 7'(s) puede expresarse como el producto de varias transferencias
Ti(s), Ts(s), etc. De forma tal que el diagrama es una combinacién de las rectas
asintoticas correspondientes a cada una de las transferencias.
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Capitulo 4

Filtros

4.1. Circuitos con capacitores y resistores

4.1.1. Circuito pasa altos de primer orden

Utilizando la ecuacién (2.138), se puede encontrar muy facilmente la transferencia
para un circuito como el de la Figura 4.1.

Z R
T = = 4.1
T(s) = RO—2" i (4.2)

sC’R+1:s+%

Se trata de un circuito con un cero en w = 0y un polo en w = 1/RC.
Figura 4.1: Un

circuito RC pasa altos. 10
curva real
line 2
5 line 3
line 4
0 line 5
line 6
-5
-10
-15
-20
-25
100 1000 10000

Figura 4.2: Diagrama de Bode para un circuito pasa altos, con 1/RC = 1000

La Figura 4.2 muestra el diagrama de Bode del circuito. Se lo denomina pasa
altos, porque es un circuito que permite ver un valor apreciable a la salida
solamente cuando w es alta. Este circuito es un pasa altos de primer orden, ya
que tiene un cero y un polo.

En particular, para frecuencias mayores a la frecuencia 1/RC' la salida es igual
a la entrada, y a frecuencias bajas la salida es practicamente nula.

24



25 4.1 Circuitos con capacitores y resistores

Todo circuito que tenga la misma cantidad de ceros que de polos serd un
circuito pasa altos.

Otro circuito pasa altos

El circuito de la Figura 4.3 es también un circuito pasa altos, pero con dos
resistores.

Antes de realizar los calculos de la transferencia, se puede analizar el circuito
por sus componentes, teniendo en cuenta que en continua un capacitor cargado se
comporta como un circuito abierto, mientras que a frecuencias altas un capacitor se
comporta como un cable.

A simple vista, entonces, se puede analizar que la salida con w — 0 sera la salida
de un tipico divisor resistivo, mientras que la salida con w — oo sera equivalente a
la del circuito anterior, es decir 0.

Para el calculo de la transferencia, se plantean las ecuaciones como antes, pero
teniendo el cuidado de calcular la impedancia operacional Z; primero.

Zi(s) = = i sC 1 +]jéle (43)
Lo Ry
T(s) = Z1+ 2o - Ry + Hf;é& (4.4)
T(s) = Ry (1 4+ sCRy) _ Ry (1 + sCRy) (45)
Ry(14+sCRy)+ Ry R+ sCRiRy+ Ry
Rs 1+ sCR;
T(s) = Ry + Ry 5l 1 (4.6)
T(s) — Ry CRi(Ri+Ry) zm+5 _ Stom )
Ri+Ry, CRiRy s+ 8t 54 B
6
4
2
0
-2 curva real
4
-6
-8
-10
-12
_14100 1000 10000

Figura 4.4: Diagrama de Bode para un circuito pasa altos, con Ry = Ry = Ry 1/RC = 1000

El cero de la transferencia estda ubicado en w = —CLRl, mientras que el polo
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4. Filtros 26

Figura 4.5: Un circuito
RC pasa bajos.

Figura 4.6: Otro
circuito RC pasa
bajos.

esta ubicado en w = —?R;lﬁi- La diferencia principal entre este circuito y el anterior

es que el cero se ha desplazado, con lo cual la salida para w < 0 no es cero.

El diagrama 4.4 muestra el comportamiento de este circuito. Como se habia
predicho, la salida para frecuencias bajas es de un valor constante (RliQRQ), y a
frecuencias altas la salida es igual a la entrada.

Al mirar este grafico, es claro que el cero se encuentra antes que el polo, no es
necesario resolver ninguna ecuacién para llegar a esa conclusion.

Es interesante notar que la recta asintota tiene una pendiente de 20dB por década
(|T'(s)| aumenta 20dB cuando w aumenta 10 veces su valor), que es equivalente a
6dB por octava (|7'(s)| aumenta 6dB cuando w aumenta 2 veces su valor).

Por otro lado, podemos generalizar el comportamiento de los circuitos de primer
orden con n resistores y 1 capacitor: el polo estard ubicado el la inversa de la
constante de tiempo del capacitor y la resistencia equivalente que se mide entre
los bornes del capacitor.

4.1.2. Circuito pasa bajos de primer orden

Nuevamente, utilizando la ecuacién (2.138), se puede encontrar muy facilmente
la transferencia para un circuito como el de la Figura 4.5.

Z 1 1
T = —=—— 4.8
&) = 4 R+ N (48)
1
T = — 4.9
() sCR+1 (4.9)
Se trata de un circuito con un solo polo en w = 1/RC, cuya transferencia

serd como la graficada en la Figura 3.1.

A este tipo de circuitos se los denomina pasa bajos, ya que se trata de un
circuito que permite ver un valor apreciable a la salida solamente cuando w es
pequena. Este circuito es un pasa bajos de primer orden, ya que tiene un solo
polo.

En particular, para frecuencias menores a la frecuencia 1/RC' la salida es igual
a la entrada, y a frecuencias altas la salida es practicamente nula.

Otro circuito pasa bajos

La Figura 4.6 muestra otro circuito pasa bajos. En este caso, a simple vista
puede analizarse que a bajas frecuencias la salida sera igual a la entrada y a altas
frecuencias, sera la salida de un divisor resistivo.

Zs L+ R,
T(s) = = —=C 4.10
(s) Zy+ Zsy R1+Rz+% ( )
scRs + 1
T(s) = 4.11
() sC(Ry+ Ry) + 1 ( )
El circuito tiene un cero en wy; = ﬁ y un polo en wp = m. Es claro

que wp < Wz.
En los circuitos pasabajos con un cero y un polo, el polo debe encontrarse
siempre antes que el cero.
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27 4.2 Circuitos con amplificadores operacionales

4.1.3. Circuito pasa banda de segundo orden

Un circuito pasa banda como el ilustrado en la Figura 4.7, deberd tener dos

polos, ya que cuenta con dos elementos almacenadores de energia. Ch
Por otro lado, puede verse que tanto en w — 0 como en w — oo la salida |7
serd igual a la entrada, mientras que en algin rango de frecuencias habra cierta 7 R, N
atenuacion a la salida. . R ;
No es posible que haya amplificacién, ya que al no haber amplificadores, la vill) 22 woll)
salida nunca puede ser mayor que la entrada.
Nuevamente, se utiliza la ecuacién (2.138) para calcular la transferencia de este  — C 1=
circuito. ° °
Figura 4.7: Un
1
T(s) = Z _ ot Ity (4.12) circuito pasa banda de
71+ 7y Ry + ﬁ + l+sIZ11R1 segundo orden.
sCoRy + 1
T(s) = z (4.13)
SOQRQ + 1 + ﬁ
sCoRy +1)(sC1Ry + 1
T(s) = (sCofts + (sCLfs + 1) (4.14)

(SC2R2 —+ 1)(501R1 + 1) + 5R102
(SCQRQ + 1)(801R1 + 1)
T = 4.1
<S) S2CQR201R1 -+ SCQRQ + sClRl + 1 + 8R102 ( 5)
(SCQRQ + 1)(801R1 + 1)

2 CoRo+C1R1+R1Co 1
s°+s CoRoC1 Ry + CoRoC1R1

T(S) = CQRQClRl (416)

Se trata de un circuito con dos ceros y dos polos. Los dos ceros estan en
wi = 1/R1Cy y wy = 1/RyCy. Los polos, por otro lado, tienen un wy = \/ﬁ

_ VO RoCh Ry .
y un Q = G Rt Ro) (O T De manera que no importa los valores que tengan los

resistores y los capacitores, () < 0.5 siempre, es decir que, los polos seran siempre
reales.

4.2. Circuitos con amplificadores operacionales

La utilizacion de amplificadores operacionales en la construccién de filtros, provee
muchas opciones adicionales. Permite invertir polos y ceros, obtener una salida
amplificada, que la salida sea la derivada o la integral de la entrada, etc.

Es posible obtener comportamientos bastante complejos con circuitos muy sencillos.

Mientras se opere a valores de frecunecia menores a 1 o 2 MHz, no es necesario

utilizar inductores, dado que son grandes y caros con respecto a los capacitores,
siempre que sea posible se utilizan capacitores.

4.2.1. Filtro derivador

Ir(s) = Ico(s) (4.17)
_Vo]és) = Vi(s)sC (4.18)
Vo(s) = =Vi(s)sRC = —RC (sVi(s)) (4.19)
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R
——A\WW———
C [R(S)
R I v |
N
Vi(s)
Vo(S)

Figura 4.8: Circuito derivador.

Recordando la propiedad de la derivada para la transformada de Laplace, dada
por la ecuacién (2.13), resulta claro que la salida de este circuito es la derivada de
la entrada, excepto por una constante de proporcionalidad.

Por otro lado, la transferencia del circuito sera:

— —RC's (4.20)

4.2.2. Filtro integrador

R .
AW
Vi(s) In(s)
Figura74.9: Circuito integrador.
Ig(s) = Io(s) (4.21)
Vfg) — Vy(s)sC (4.22)
Vo(s) = _ngc):};é (Vfis)) (4.23)

Recordando la propiedad de la integral para la transformada de Laplace, dada
por la ecuacién (2.17), resulta claro que la salida de este circuito es la integral de la
entrada, excepto por una constante de proporcionalidad.

Por otro lado, la transferencia del circuito sera:

(4.24)
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29 4.2 Circuitos con amplificadores operacionales

Cs
-
Ry
AW —
R ¢
1 I
—"\VWWW/ I -
Vi(s)
—O
Vo(S)

|7 +
O . 0
Figura 4.10: Un circuito pasa banda.

4.2.3. Filtro pasa banda

Ry

Ty = — < 4.25
2 SCQRQ +1 ( )
R186’1 + 1

4 = — 4.26

! SC1 ( )
_Z2 Rg SCl

T(s) — _ 4.27

(S) Zl SCQRQ + 1 SClRl + 1 ( )

T(s) = sC1l (4.28)

(SCQRQ + 1)(801R1 + 1)

Se trata de un pasabanda, ya que el nimero de ceros es la mitad que el niimero
de polos.

Es importante notar que no se puede utilizar un circuito que tenga un polo en
cero para la impedancia que relaciona el nodo de salida (V) con el nodo de control

(V7). Es decir que siempre tiene que haber un resistor entre el nodo de control y el
de salida.

4.2.4. Filtro con realimentacion multiple - Sallen y Key

A partir del circuito de la Figura 4.11 es posible elaborar una gran cantidad de
filtros, eligiendo dénde tendran los polos y los ceros, segin los componentes que se
coloquen en el circuito.

Es necesario obtener una expresion genérica para la transferencia. Para ello, se
define:

. Vo(S) . RKI + RKQ

-~ Vs(s)  Rg2

K (4.29)

De manera que la amplificacién del operacional esté definida por los valores de Rxy
vy Ryo. Esto es lo que caracteriza a los filtros Sallen y Key.
Se plantean las ecuaciones de los nodos:

Va) 0= M1+ Ys + Y3+ Y5)Va(s) = YiVi(s) = Y3Vp(s) = ¥2Vo(s) (4.30)
Ve) 0= (Ys+Yi+Ye)Vi(s) — YsVals) — YsVo(s) (4.31)
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Ys
+
VB(s)
K O
Vo(s)
Y —
Rico Ry
O O

Figura 4.11: Un circuito genérico, con realimentacién multiple.

Y se resuelve:

VaVals) = (Va4 % 2 vive(s) (432)

Va(s) = Voyis> (%(Yg +Yi+Ys) - Ya) (4.33)
YiVi(s) = (Yi+Ya+Vs+Ys)Va(s)— ng(}f) — YaVo(s) (4.34)
i) = My (S (Loviev-n)) @)

Vols) (% - Y) (4:36)

Vi+Yo+Ys+Ys (V54+Y,+ Y Y-
i) = Vot (PR (B ) - oo
Vi(s)Ys
Vo(s) = VAT (G _y,) — 5 Y, (4.38)
Operando sobre el denominador:
Vo(s) . Yi
— . (4.39)
Vi(s) (Vi+Ya+Y5+Y5)(YVa+Ya+Ye—KYe) _ Yi+YaYsK
KY3 KYj3
Vo(s) KY3Y, (4.40)
Vi(s) M+ Ya+Ys+Y5)(Ys+ Yo+ Yo — KYs) — Y9 — YaV3K
Vo(s) KY3Y, (4.41)
Vi(s) (M4 Ya+Ys+Ys)(Ya+ Y+ Ye— KYg) — YZ - YoV3K
De manera que la transferencia sera:
Vo(s) KY3Y;
Vi(s)  (Yi+ Yo+ Ys+Y5)(Ya 4+ Vi + Y5) = V2 — K (Ys(Y1 + Ya + Vs + Y3) + YaY53)
(4.42)

Si todos los componentes son resistores, las admitancias son ntmeros reales, y
la transferencia también. Pero utilizando algunos capacitores, se tendran algunas
variables del tipo sC' que permiten introducir ceros o polos segiin corresponda.
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Construcciéon de un filtro pasa bajos
Se busca un filtro pasabajos que cumpla con la expresion:

2

52+%3+w§

T(s) = (4.43)

1. En primer lugar, se seleccionan Y3 = 1/R3y Y} = 1/R; para que la transferencia
no tenga ceros.

2. A continuacién se elimina Yg para simplificar la ecuacion:

Vo(s) _ KG3Gh (4.44)
Vi(s)  (Gi+Ya+Gs+Y5)(Gs+Yy) — G — K (Y2Gs) '

3. Luego, se eligen Y, = sCy v Y, = sC, para obtener un término en s2.

4. 'Y finalmente se elimina Y; para simplificar la ecuacién.

Ry Rs

— AW — *
Vi(s)
—_— 04 K —O

Ri1

Figura 4.12: Un pasa bajos Sallen y Key.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 4.12, es:

KGs3G,
(Gl + SCQ + Gg)(Gg + 804) — G% — KSCQG;;

T(s) = (4.45)

Operando sobre el denominador:

KGsG,
T(s) — 44
() G1Gs + 5CyGs + G15Cs + 52050 + Ga5Cy — K 5CyGs (4.46)

KGs3G,

T = 4.4
(S> 820204 + s (CQGg + C4G1 + C4G3 — KCQG3) + G1G3 ( 7>
T(s) = KGsGy ! (4.48)
GO 2 (@+8+80-K))+ 58

C4 02 C4
De manera que:

G1G5 1
— - - - 4.4
“o 00y~ \ CoCaRiRs (4.49)

0, \/TG?)
_ 4.50
@ CaGr + G5(Cy+ Co(1 — K)) V G0y (4.50)
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Son dos ecuaciones con cuatro incognitas, hay infinitos juegos de valores que las
satisfacen.

Para poder resolverlo de una forma maés sencilla, se supone Ry = R3 = Ry
Cy = C4y = (', de manera que quedan dos ecuaciones con dos incoginitas:

1

= 25 (4.51)

Wy =
C? 11
20/R+C/R(1-K)RC 3-K

Q = (4.52)

Es decir que se pueden manejar wy y Q) independientemente.

Segin se elija el factor K, que se construye a partir de la ecuacién (4.29), se
podran obtener distintos resultados: polos reales y diferentes, polo real doble o polos
complejos conjugados.

Los valores que se elijan para R y C' tendran que ver con la cantidad de corriente
y tensién que pueda dar la fuente y con el amplificador operacional utilizado y la
resistencia de entrada que admita.

Es importante notar que, dado que @ = 1/3 — K, el valor de K debe ser menor
que 3, porque sino el sistema pasaria a ser inestable.

Si K = 3y la entrada es 0, el circuito empieza a oscilar. Incrementando el valor
de K, el circuito incrementa su oscilacion hasta que llega al méaximo provisto por la
bateria del amplificador operacional.

Construccién de un filtro pasa banda

Se busca un filtro pasa banda que cumpla con la expresién:

Ho%s

T(s)= — @
(5) s2+%s+w§

(4.53)

1. En primer lugar, se seleccionan una de las admitancias del numerador (Y5 o Y7)
como capacitiva, de manera que haya un cero en el numerador. Por simplificar
las cuentas, se elige Y3 = sCs y Y) = 1/R;.

2. A continuacién se elimina Yg para simplificar la ecuacion:

Vo<8) . KSCgGl (4 54)
Vi(s)  (Gy+ Y+ 8C5+Y5) (505 +Y,) — (5C3)2 — K (Ya50s) '

3. Luego se elige Y5 = sC5, no se puede elegir Y, = sCy porque no habria forma
de cargar el capacitor. Es necesario cumplir con la ecuacion, pero también con
la situacién eléctrica.

4. Y finalmente se toman Y, = 1/Ry vy Y, = 1/Ry.

La ecuacion del circuito terminado, ilustrado en la Figura 4.13, es:

T(S) . KSOgGl
~ (G1+ Gy + 503+ 505)(sCs + Gy) — (sC3)2 — K (Go5Cs)

(4.55)
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Ry
AN
Ry ¢
— AW\ ——-
Vi(s) B
_‘: 05 K —O
Ry Vol(s)
RKQ RKI
O O

Figura 4.13: Un pasa banda Sallen y Key.

Operando sobre el denominador:

T(S) = KsC3G (A ER)
SCgGl + SC3G2 + 820305 + G4G1 + G4G2 + SG403 + SG4C5 — SK@QWP,}
T(s) = KsCsCh (4.57)

520505 + s (C3G1 + C3Go + G4C5 + G4Cs — KG5C3) + G4(Gy + szj

. K03G1 S
T(s) = CsCs 2 o <Gl+G2(17K)+G4 I @) | Ga(G1+Ga) (4.58)
Cs Cs C3Cs
De manera que:
W = % (4.59)
C5C% G4(G1 + Gs)

_ 4.60
@ C3(G1 4 Ga(1 — K) + Gy) + G4Cs C5C% ( )

Nuevamente, para poder resolver estas ecuaciones de una forma mas sencilla, se
supone Ry = Ry = Ry = Ry (3 = (5 = C, de manera que quedan dos ecuaciones
con dos incoginitas:

_ V2
" RC

wy = (4.61)

CA+1-K+1)+%SRC 4-K ‘

El valor de wy es otra vez definido por los valores de los componentes, mientras
que el valor de () es definido por el factor de amplificacion del amplificador operacional.
Construccién de un filtro pasa altos

Se busca un filtro pasa altos que cumpla con la expresion:

H082

T(s) = ——2
= T, o

(4.63)

1. Es necesario que Y3 = sC5 y que Y; = sC' ya que se necesita un cero doble.
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2. A continuacién se elimina Yg para simplificar la ecuacion:

Vo(s) Ks2C50,

= 4.64
Vi(s)  (sC1 4 Ya+sCs5+Y5)(sC3+Yy) — (sC3)? — K (YasCs) (4.64)
3. Se elimina Y5 por simplicidad.
4. Y finalmente se toman Y, = 1/Ry vy Yy, = 1/Ry.
Ry
—— VWA~
Cl 03
e [
Vi(s)
K —O
Ry VO(S)
Rics Rx1
O O
Figura 4.14: Un pasa altos Sallen y Key.
La ecuacion del circuito terminado, ilustrado en la Figura 4.14, es:

K520301
T(s) = 4.65
(S) (801 + G2 + 803)(803 + G4> — (803)2 - K (GQSCg) ( )

Operando sobre el denominador:
K32036’1

T = 4.66
<S) 820301 + SCgGQ + 801G4 + G2G4 + 803G4 — KSGQO?) ( )

KSQC;gCl
T = 4.67
(S) 820301 + S (CgGQ(l — K) + 01G4 + 03G4) + G2G4 ( )

2
S
T = K 4.68
(s) 24 (Gz(l—CK)+G4 + %> i ((,;324 ( )
1 3 3L1

De manera que:

|G4Go
= 4.
Wo 0301 ( 69)

0301 G4G2
_ N 4.70
@ Cs5(Go(1 — K) + Gy) + G4C1 \ C5Cy (4.70)

Nuevamente, para poder resolver estas ecuaciones de una forma mas sencilla, se
supone Ry = Ry = Ry C; = (3 = C, de manera que quedan dos ecuaciones con
dos incoginitas:

Wy = = —= (471)
c? I
CA-K+1)+$RC 3-K

El valor de wy es otra vez definido por los valores de los componentes, mientras
que el valor de () es definido por el factor de amplificacion del amplificador operacional.

Q =

(4.72)
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35 4.2 Circuitos con amplificadores operacionales

4.2.5. Filtro con realimentacion multiple - Ganancia infinita

Si se toma un amplificador operacional con un K — oo se puede obtener la
transferencia general de un filtro similar al estudiado anteriormente, segiin se ilustra
en la Figura 4.15.

Ys
Va(s)
——O
Vo(s)
+
O O

Figura 4.15: Un circuito genérico, con realimentaciéon multiple y ganancia infinita.

En este circuito se ha eliminado la admitanca Y, ya que con esta nueva configuracion
no tenia sentido, en este caso, la transferencia del circuito sera:

—Y1Y3
T(s) = 4.73
()iﬁn+n+n+nwwag (4.73)
Construccion de un filtro pasabajos
Se busca un filtro pasabajos que cumpla con la expresion:
Howg
T(s) = (4.74)

2
s+ s + wp

1. En primer lugar, se seleccionan Y3 = 1/R3y Y} = 1/R; para que la transferencia
no tenga ceros.

2. A continuacién se tom Yz = sCg para poder tener dos polos en el denominador.

3. Luego, Y2 = 1/R,, ya que tiene que haber un camino resistivo entre el nodo
de control y la salida del amplificador.

4. Finalmente ee elige Y5 = sC5 para tener el segundo capacitor del circuito.

Figura 4.16: Un pasa bajos de ganancia infinita.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 4.16, es:

—G3G1

T —
) = oGy G & Gy 1 5C5) 1 CaCis

(4.75)
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Operando sobre el denominador:

-GGy
T = 4.76
() = GG T 5CaCs + 5CoCa + 5°Co 0 + Cas (4.76)
-GGy
T = 4.77
(S) 520605 + SCG(Gl + G2 + Gg) + GQGg ( )
-GGy 1
T(s) = 4.78
) CoCs 52 4 sGrtbata 4 GG 47
De manera que:
GoGjs \/ 1
— = 4.79
-0 \/0605 CoCs Ry R @)
Cs 1GoGl
= 4.80
@ G+ G+ G3\V CgChs ( )
Ademas, se puede ver que Hy = _%’ lo que indica que este circuito se comporta

como un amplificador inversor cuando w = 0.

Sisetoma Ry =Ry=R3=RyCs=Cgs=C"
1

c 1 1

Es decir que con estos valores, () queda totalmente determinado, para tener un
grado de libertad se puede eligir Ry = R3 = Ry Ry # R:
0 - C 1 R

1/Ri+2/RRC R+2R,

Sin embargo, no hay posiblidad de tener polos complejos conjugados, ya que

@ < 0.5. Si se toma Cg # C5 se puede conseguir cualquier valor para @, pero los
calculos son mas complejos.

(4.83)

Construcciéon de un filtro pasa banda

Se busca un filtro pasa banda que cumpla con la expresion:
Hoao

32+%3+w§

T(s) = (4.84)

Figura 4.17: Un pasa banda de ganancia infinita.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 4.17, es:
. —803G1
N GG(Gl + 302 + 803 + G5) + 820203

Operando sobre el denominador:

T(s) (4.85)

—SCgGl
T = 4.
(8) 820203 + SCQGG + SC3G6 + G5G6 + GGGl ( 86)

—Gl S

C G Gs Gs(G5+G1)
s (@) e

(4.87)
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37 4.2 Circuitos con amplificadores operacionales

De manera que:

Ge¢(Gs + Gy)
_ 1.
wWo 0302 ( 88)
CyCs Gs(Gs + Gh)
= 4.89
@ G¢(Cy + Cs) CyCs ( )

Sisetoma R = Rs=Rs=Ry Cy,=C3=C":
V2

_ 4.
wWo RC ( 90)
c? V2 V2

Es decir que con estos valores, ) queda totalmente determinado (la parte real
del polo es igual a la parte imaginaria), para tener un grado de libertad es necesario
elegir otros valores.

La complicacién es que las tres resistencias estan en las dos ecuaciones, de manera
que se tienen que tomar valores distintos para cada uno de los resistores.

C 1 Ry

@ = 1/R, +2/RRC ~ R+ 2R,

(4.92)

Sin embargo, no hay posiblidad de tener polos complejos conjugados, ya que
@ < 0.5. Si se toma Cg # C5 se puede conseguir cualquier valor para @, pero los
calculos son mas complejos.
Construccién de un filtro pasa altos

Se busca un filtro pasa altos que cumpla con la expresion:

H082
52 + %s + wk

T(s) = (4.93)

= Tanto Y; como Y3 deben ser capacitores, para poder tener un cero doble.

= Ademsds, Ys tiene que ser un resistor, y Y5 un capacitor.

Figura 4.18: Un pasa altos de ganancia infinita.

La ecuacién del circuito terminado, ilustrado en la Figura 4.18, es:

—820103

T(s) = 4.94
(5) = G50 505 + 505 1 Ga) + 520505 (4.94)
Operando sobre el denominador:
—820103
T = 4.95
() = 20,0, T 5CiGa T 502G + 503G + GoCia (4.95)
_ 2
T(s) = G i (4.96)

CZ 82 + s (_Cfg;g (C1 + CQ -+ Cg)) —+ —gzg:
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De manera que:

G5Gg
= 4.
wWo 0203 ( 97)

CyCsy G5Ge
_ ./ 4.98
@ Gs(Cy+ Cy + Cs3) V| C2C5 (4.98)

Tomando Cy = Cy = C3 = C"
VGsGs 1

— 4.99

o C VR:RC (4.99)
2 3 3

Q = ¢ VGsUs _ VGsGs _, [T (4.100)
Gs(3C) C 3Gs \ &;

Es decir que para wy se tiene en cuenta el producto de Rs y Rg, mientras que
para () se tiene en cuenta su relacion.
Para tener més grados de libertad es necesario no tomar los capacitores iguales.

4.2.6. Circuito integral

Teniendo un pasa bandas genérico, es posible conseguir un pasa altos derivando
y un pasa bajos integrando.
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Capitulo 5

Cuadripolos

Se utiliza el concepto de cuadripolo cuando ya no importa lo que se encuentra
dentro del circuito, sino sus variables para interactuar con otros elementos o circuitos.

Se trata de una red de dos puertos (o pares de terminales), para la que solamente
hay 4 variables en juego: Iy, I, V; v V5. La tinica restriccion que se establece es que
sea lineal.

Vi(s) = filli(s), I2(s)) (5.1)
Va(s) = fa(Li(s), Lo(s)) (5.2)

Teniendo en cuenta la restriccion de linealidad, las ecuaciones anteriores se
pueden expresar también como:

Vi(s) = kil1(s) + kolo(s) (5.3)
Vo(s) = ksli(s) + kala(s)) (5.4)

Se utilizan polinomios en s, es decir que se utilizan polinomios que ya se han
transformado por Laplace, por lo que no es necesario tener en cuenta derivadas o
integrales.

Las corrientes se consideran positivas cuando ingresan al cuadripolo por el polo
positivo.

5.1. Matrices de valores del cuadripolo

La relacién entre las tensiones y las corrientes puede expresarse a través de 6
posibles matrices. La matriz que se elija dependera de la situacién particular, siendo
las més comunes las de impedancias y admitancias.

5.1.1. Matriz de impedancias

l Vi(s) ] _ { Z11(s) Zia(s) } l Li(s) } (5.5)

Va(s) Zon(s) Za(s) | | Lo(s) ‘
_ W W _ W —

Donde Z1, = 7+ o Ziy = - 1o Zyn = 7 =0 Zn =T =0

39
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Para hacer este céalculo, se supone una fuente del lado de la corriente que es
distinta de cero, y un circuito abierto del otro lado.

Za1'y Z1o son llamadas las resistencias de transferencia, y en el caso en que no
haya fuentes controladas, tienen el mismo valor.

5.1.2. Matriz de admitancias

Is) | | Yals) Yals) | [ Vals)
Donde Y, = ¢+ Yip = & Yor =& Yoo = &2
Vo=0 Vi=0 Vo=0 Vi=0
Para calcular estos parametros, se utiliza una fuente del lado en que la tension
es distinta de cero, y un cortocircuito del otro lado.
Si no hay fuentes controladas Y5 = Yis.

{Jl(g } B [Yu(s> Yia(s) } {Vl(s} } (5.6)

Iy

5.1.3. Matriz de parametros hibridos

=L e ] 5

5.1.4. Matriz G
18)-
Va(s)
5.1.5. Matriz de transferencia (ABCD)

0] 59)

el | 55

Vi(s) } _ {A(S) B(s)
Li(s) C(s) D(s)

5.1.6. Matriz de transferencia inversa

=156 5 610

5.2. Conexion de cuadripolos en paralelo

En una conexiéon de cuadripolos en paralelo, las tensiones Vi y V5 son las mismas
para ambos cuadripolos, pero las corrientes de entrada son distintas.
Esta relacion se puede expresar mediante impedancias

Vi = Znalia+ Zigaloa (
Vo = Zoialia+ Zosalan (
Vi = Zuphp+ Zi2plas (5.13
Vo = Zuphp+ Zaapls (
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41 5.3 Conexion de cuadripolos en serie

Y también mediante admintancias.

La = YinaVi+ Y24V (5.15)
Ia = YoaVi + YoaaVs (5.16)
L = YusVi+Yislhs ( )
Lp = YupVi+ Yol (5.18)

Teniendo en cuanta que Iy = I1q + 1 y I = Is4 + I>p, es evidente que para
una conexion en paralelo, la matriz de admitancias total, es equivalente a la suma
de las matrices de admitancias.

(5.19)

5.3. Conexion de cuadripolos en serie

Cuando dos cuadripolos se conectan en serie, las corrientes I; y I5 son las mismas
para ambos cuadripolos, mientras que las tensiones V; y V5 son distintas.

En este caso, conociendo la matriz de impedancias de cada uno de los cuadripolos
es posible obtener la matriz de impedancias total a partir de la suma de las otras
dos.

(5.20)

5.3.1. Excepcion

Sin embargo, no en todos los casos al conectar la salida de un cuadripolo a la
entrada de otro se logra la condiciéon de que las corrientes sean las mismas para
ambos.

Por ejemplo, en la Figura 5.1 se puede ver un cuadripolo formado por 5
resistencias. Cuya matriz de impedancias es:

[ 3819 ] (5.21)

12 30

Si se conectan los bornes a otro cuadripolo equivalente como se muestra en la
Figura 5.2, se puede analizar el incoveniente.

En este caso, la impedancia Z;; = 5¢2, en lugar de 652 que seria el valor esperado,
si se piensa que ambos cuadripolos estan en serie. Esto se debe a que no se cumple
la condicion de I1q4 = I1p y Ioa = I3p.

5.4. Conexion hibrida

Es posible utilizar conexiones mixtas, cuyas entradas estén en serie y salidas en
paralelo, o al revés.

En el caso en que la entrada esta en serie y la salida en paralelo, V; = V4 + Vi
y Io = I + Iop, mientras que Vp = Vou = Vop y Iy = [1a = 11
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Via = Huali + Hi24Vs ( )
Iha = Hyali + HyoalVs (5.23)
Vip = Hugpl + Hi2gVa (5.24)
Lp = Hoaupli+ HapVs ( )

Se utiliza la matriz hibrida, ya que los valores no son todos de impedancias ni
todos de admitancias.

Por otro lado, en el caso en que las entradas estdan conectadas en paralelo y las
salidas en serie, se utiliza la otra matriz hibrida (G). En este caso, Vi = Vi4 = Vip
y Iy = Ioy = I, mientras que Vo = Voo + Vop vy [T = 1o + [1B.

La = GuaVi+ Giaals (
Voa = G21aVi + Goaaly (5.27
Lp = GupVi+ Gusls (
Vop = GoauVi+ Gapls (

5.5. Conexion en Cascada

Se denomina conexion en cascada a la conexién en la cual la salida de uno de los
cuadripolos es la entrada del otro. Es decir que, en este caso, V; = Vi, Vo = Vop,
Iy = Lia, I, = Ip y, ademas, Voy = Vipy Iha = —Ip.

En este caso la matriz de parametros que conviene utilizar para representar cada
uno de los cuadripolos es la matriz de transferencia.

Via = AaVosy — Baloy (5.30)
La = CyVoua—Dylry (5.31)
Vie = ApVaop — Bplsp (5.32)
ILip = CpVap — Dplyp (5.33)

Teniendo en cuenta los datos de vinculaciéon de ambos cuadripolos, es posible
encontrar una expresion general para Vi y Vo, I} v Is.

Vi = A Vip+ Balip (534)
I = CaVip+ Dalip (5.35)
Vi = Aa(ApVop — Bplap) + Ba(CpVap — Dplap) (5.36)
I, = Cu(ApVap — Bplop) + D4 (CpVap — Dplap) (5.37)
Vi = (AsAp+ BaCp) Vo — (AaBp + BaDp) I (5.38)
L, = (CAAB"‘DACB)‘/Q — (CABB+DADB) I (5.39)
La matriz de transferencia del cuadripolo total, sera entonces.
| Ax By Ap Bp
[Arot] = { O, Dy } [ Cs Dp } (5.40)
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43 5.6 Calculo de los parametros

5.6. Calculo de los parametros

Para calcular las impedancias de un circuito como el de la Figura 5.4, es necesario
en primer lugar suponer un circuito abierto en la ubicacién de V5.

1 1
=1 L+ — Z11 = sL+ — 41
Vi 1(8 +SC) = 411 =35 +SC (5.41)
‘/2 = IlsL = Z21 =sL (542)

A continuacion, se supone un circuito abierto en la ubicacién de V;.

Vi=105LslL = Zi3=sL (543)

De manera que la matriz de impedancias serd

sL+1/sC  sL

sL sL+ R (5:45)

Como se puede ver, los términos Zi5 y Zs; son iguales, ya que no hay fuentes
) )
controladas en el circuito.

Por otro lado, para calcular la matriz de admitancias, es necesario suponer
primero que en el lugar de V5 hay un cortocircuito, y luego lo mismo para V.

1 RsL
W“A(R7+%+R> (5.46)
sC(sL+ R)
Y1 4
! s2RCL + sL+ R (5.47)

Por otro lado, si se invirtieran las posiciones de la resistencia y el inductor como
en la Figura 5.4, las impedancias del circuito serian

[R+1/s(] R ]

R R+ sL (5.48)

5.6.1. Generalizaciéon para las admitancias

Los circuitos anteriores son de tipo T, cuyos calculos pueden generalizarse para
obtener los valores de las admitancias para cualquier cuadripolo que tenga esa
disposicion, como se indica en la Figura 5.5

El criterio para resolver estos calculos es el mismo que se utiliza para resolver
un divisor de corrientes.

En primer lugar, se considera que la tensién Vo, = 0. De este modo, se pueden
obtener las admitancias Yy, y Yo;.

Vi
L = (5.49)
ZZ2+Zzg3 + Zl
Vi (Zy + Z3)
I = 5.50
! Tos+ 217y + 7175 (5.50)
T+ Zs
Y, = 5.51
1 ToZis+ 71 7o + 71 Zs (5:51)
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Figura 5.3: Un
cuadripolo por
dentro.

Figura 5.4: Un
cuadripolo por
dentro.

Figura 5.5: Un
cuadripolo genérico.
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Zs3

L, = - ————— 5.52
? Y7y + Zs (5:52)
ViZs (Zs+ Z
L = — 125 (22 + Zs) (5.53)
ZoZis + Z1 Ziy + Zh Zs (Zay + Zs)
i Z
I, = — 123 (5.54)
LoZis + Z1 Ly + Z1 23
Z3
Yo = — 5.55
2 ZolZis + ZhZiy + Z1 23 ( )
Anulando la tensién V; se pueden obtener las admitancias Yis y Yoo.
Z3
Yo = — 5.56
12 ToZs + 217y + 7173 (5.56)
Zy+ Zs
Yoo = 5.57
- ZnZy + ZZiy + 2123 ( )
5.7. Calculo de la transferencia
Utilizando la matriz de admitancias,
L = YuVi+Yil, (5.58)
L = YuVi+ Yl (5.59)
Si se quiere encontrar la transferencia 7'(s) = “2—53, se puede tomar que cuando
I, = 0 (es decir a circuito abierto).
0 = YoV + Yl (5.60)
Vs Yo,
T(s)=— = —— 5.61
() V. Yo (5.61)
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