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Resumen
Este apunte pretende ser un resumen de lo dado en clase (tanto practica como
tedrica) en la materia Procesos Estocasticos (66.15) de la Facultad de Ingenierfa de

la UBA.
Falta: histograma, montecarlo, cambio de variable.

1. Repaso de matrices

1.1. Matriz diagonalizable
1.2. Matriz inversible

1.3. Matriz adjunta

1.4. Matriz simétrica

1.5. Matriz hermitica

1.6. Matriz unitaria

1.7. Matriz definida positiva
2. Repaso de probabilidad y estadistica

2.1. Definiciones Basicas

Llamamos senal (o variable) aleatoria a una funcién que puede tomar valores
aleatorios a lo largo del tiempo. Puede ser continua o discreta.

La funcién de distribucién de probabilidad Fx(x) es la probabilidad de que la
senal aleatoria X sea menor que un determinado valor x.

Fx(x) = P(z < X) (1)

Mientras que la funcién de densidad de probabilidad fy(x) estd definida como:
dFX ([L’)

= 2

frla) = X &)

Para la funcion de distribucién de probabilidad no importa si la variable es continua
o discreta, pero la funciéon de densidad se define inicamente para variables continuas.
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2.1.1. Ejemplos

Por ejemplo, una senal aleatoria binaria, que solamente puede tomar valores —V y V|
tendra una funcién de probabilidad escalonada: 0 hasta —V', P, hasta V' y 1 de ahi en
adelante.

Mientras que su funcién de densidad de probabilidad estara constituida por dos im-
pulsos, ubicados en —V y V| y de peso Py y P, (siendo P, =1 — F,.

2.2. Momentos

El valor medio (o media) de una variable aleatoria estd definido como:

E(X) = / T ofx(0)de (3)

—0o0

Y en general para cualquier funcion, se puede decir que:

Elg(a)] = [

o0

_9@)fx(@) (4)

Ademas, se define el momento de orden p:

o0

mp=F {xp} :/ z” fx(x) (5)

—00

De manera que mg = 1, m; = E(X) = mx y my = E(X?).

Por otro lado, se define el momento centrado pp:

[e.e]

pe =Bl = EX)"] = [~ (@ = mx)” fx(a) (©)

—00

De manera que pg = 1, g = 0y py = 0% (varianza de X).

: . 2y _ 2 2
Propiedad: E(X?) = m% + o%.

Donde se puede equiparar la ecuacién a los circuitos eléctricos y considerar F(z?) como

la potencia total, m3% como la potencia de corriente continua y o% como la potencia de

corriente alterna.

Demostracion:
ok = E[(X-mx)’ (7)
= BE[X?-2Xmy +m¥] (8)
= B[X? - E2Xmx] + E [m¥] (9)
= E[X?| - E2X]myx +m% (10)
= FE[X? - 2mymx +m% (11)
oy = F x?] — my (12)




3. Vectores aleatorios

Puede ser necesario trabajar con varias senales aleatorias a la vez, lo que constituye
un vector aleatorio. Por ejemplo, si se toman pares de valores de posicion y velocidad
de un mévil, o la altura y el peso de una persona, lo que constituiria las variables z y y.

También se puede tener un vector X de n componentes: X = [X1, Xo, ... X,,].

3.1. Funciones de distribuciéon y densidad de probabilidad

En una distribuciéon de dos variables, se puede tener una funcién de probabilidad

conjunta:
Fxy(z,y)=P(X <z,Y <y) (13)

Se trata de la probabilidad de que tanto X como Y sean menores a los valores z e
y (es decir la interseccién de las probabilidades).

De la misma manera para un vector de n variables:
FX(f)ZP<X1§$1,X2§I2,,Xngfn) (14)
En ambos casos, la funcién de distribucién de probabilidad es una funcién de ®Y en .

La funcién de densidad de probabilidades conjunta:

02
v (a,y) = ) (19

Propiedad: X e Y son variables aleatorias independientes si y sélo si fxy(z,y) =
fx(@)fy(y) y P(A,B) = P(A)P(B).

Ademas, con X e Y independientes, si se tiene la funcion Z = X + Y, la funcién de
densidad de probabilidad sera:

Fo(2) = Ix () 5y (2) = [ R fls = uw)du (16)

3.1.1. Probabilidad condicional

En los vectores aleatorios, cuando dos variables no son independientes entre si, se
puede obtener la funcién de densidad de probabilidad condicional.

_ fxv(z,y)

x/y) = L2209 17
Y también la probabilidad condicional
_ P(A,B)
P(A/B) = “P(B) (18)

Cuando las variables son independientes, fx/v(z/y) = fx(z) y P(A/B) = P(A).
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3.1.2. Probabilidad marginal

BIX] = [ aifxlw) (19)

—00

3.2. Valor medio

En general, para un vector aleatorio, el valor medio estard dado por el vector de los
valores medios de cada una de las variables, constituyendo un vector de n x 1.

E[X] = [E[Xo], F[X1],..., E[X,]] (20)

3.2.1. Momentos de orden p + ¢

Para un vector de dos variables = y y:
mpq = B {xPyQ} = /_ /_ 2"y fxy (x,y)dwdy (21)

De manera que se pueden obtener momentos de diversos érdenes.
De orden 0: mgy = 1.
De primer orden: mqy = my, mg1 = my.
De segundo orden: myy = E(X?), mos = E(Y?) y my; = E(XY) = Rxy (la correlacién
entre ambas variables).

Por otro lado, se definen los momentos centrados:
ppo = E |(z = mx)"(y —my)?] (22)

De orden 0: pp = 1.

De primer orden: j19 = po1 = 0.

De segundo orden: pog = 0%, o2 = 0% y j1y = cov(z,y) = Cxy (la covarianza entre
ambas variables).

3.2.2. Propiedad

Cxy = E[X —mx) (Y —my)] (23)
= E[XY +mxmy — Xmy — Ymy] (24)
= FE[XY]+mxmy —mxmy —mymy (25)
Cxy E[XY]—mymx = Rxy — mxmy (26)

3.3. Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacién para una distribucién de dos variables esta dado por:

p= CXY _ E[(X—mx) (Y—my)] (27)

0x0y O0x0y




Este coeficiente indica qué tan relacionadas estan ambas variables, y su médulo debe
ser menor o igual a 1.

Cuando p = 0, las variables estan descorrelacionadas, es decir que dado un valor
de una de ellas, se puede obtener cualquier valor de la otra; si se grafica una variable en
funcion de la otra se obtendra un gréafico circular.

Por otro lado, si p = 0,8, las variables estan bastante relacionadas y el grafico que
se obtendrd serd una elipse inclinada en 7/4, si es p = 0,95, la elipse serd mucho mas
delgada, y con rho = 1, sera una linea recta.

Ademas, con p = —0,8, se obtendrad una elipse similar a la de p = 0,8, pero formando
un angulo de 37 /4.

3.3.1. Matriz de correlacion

Se define la matriz de correlaciéon de un vector aleatorio de n variables como:
Rx = E X X"] (28)
Es decir que la matriz estda constituida por los valores medios de los productos de
[X;X;]. Ademss, E [)Z'T )ﬂ es la traza de Ry.
3.3.2. Autocorrelacién

Cada instante de una misma senal aleatoria puede considerarse una senal aleatoria
en si. De manera que es posible obtener el coeficiente de correlacion entre dos instantes
distintos de la senal.

En estos casos, se puede establecer un funcién de densidad fx(z,t), y un valor medio
E[z(t)], ya que ambos dependen del instante elegido.

Y luego seleccionar dos o mas instantes para calcular la autocorrelacion de la senal.

Una senal de variacién lenta, tendrd un coeficiente p cercano a uno, mientras que una
de variacion rapida tendra un coeficiente de correlacion muy cercano a cero.

3.3.3. Funciones de autocorrelacion y autocovarianza

La funcién de autocorrelacidn se define como:
Rx(t1,t2) = E[X(t1) X (t2)] (29)
Y la funcién de autocovarianza se define como:

Cx(ti,ta) = E[(X(t1) — mx(t1)) (X (t2) — mx(t2))] (30)

3.3.4. Propiedades
= X e Y estdn descorrelacionadas (p = 0) si y sélo si:

E[XY"|=E[X|E[Y (31)
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= X eV son ortogonales si y sélo si [X' ?T} = (. Este principio de ortogonalidad
es la base del procesamiento lineal de senales.

Por esta propiedad, se puede asimilar EF[XY] a un producto interno. En ese caso,
la norma seria:
22 fx (z)dx

| X P=< X, X >= [ (32)

(o.]
Si la norma es cero, se trata de una funcion de valor medio cero y varianza cero, es

decir fx(z) = d(x).

Si X e Y son independientes entonces X e Y estan descorrelacionadas (la inversa
no es valida).

Demostracion:
Ry = BIXY] = [~ [ ayfuv (@ y)dady (33)
= [ afx@yds [ yp )y (34
RXY = MxMy (35)

Y como Rxy = poxoy +mxmy, p debe ser cero, o lo que es lo mismo, las variables
deben estar descorrelacionadas.

Es una matriz definida no negativa (es decir que Ve RY # 0 = o7 Ry7 > 0), y
en general, es definida positiva (es decir que es mayor estricto).

Demostracion:
T Rx¥ >0 Vi # 0 (36)
a=1"X TeR (37)
>>0 = E(a?) > (38)
Ele?] = E [(#)‘(’)2} (39)
= BT XX"4] (40)
= JE[XXT|v (41)

El caso particular en que o7 Rx¥ = 0, significa que para algtin © # 0, TX = 0,y
eso implica que al menos una de las componentes X; es dependiente de las demés,
por lo que se puede decir que no son genuinamente variables aleatorias.

3.4. Matriz de covarianza

La matriz de convarianza se construye a partir de:

O = B[(% ) (% i)'

(42)

Es decir que difiere de la matriz de correlacion solamente para sefiales con media

distinta de cero.



Los elementos de la diagonal principal estaran dados por:
cov(zi,x;) = F {(XZ — mz)ﬂ =07’ (43)
Mientras que los demas elementos seran:
cov(wi,z;) = E[(X; —m;) (X; —my)] (44)
= F[X;X;]| —mym; = p;oi0; (45)

3.4.1. Propiedades

= Se trata de una matriz simétrica,
= con autovalores no negativos (generalmente positivos),

» definida no negativa, y en general, es definida positiva.

La demostracién es equivalente a la demostracion para Ry, pero utilizando ()2 —
mx) en lugar de X.

El caso particular en que C'x = 0 se da cuando X = my es decir que la senal
permanece constantemente en su valor medio.

» Existe una matriz Q ortonormal y hermitica (Q.QT = I y QT.Q = I) y una matriz
diagonal A (que contiene los autovalores de C), tales que C' = QAQT.

. - T
s Ademéas, Cx = Rx — mxmx

= Los autovectores son ortogonales entre si.

» Si las componentes de X no estan correlacionadas, los coeficientes p;; serdn nulos,

con lo que la matriz de covarianzas es diagonal.

3.5. Transformacién lineal de vectores aleatorios

A partir de un vector aleatorio X, con media ni’y y matriz de covarianza C'g, se puede
obtener el vector aleatorio Y':

Y =AX +b (46)

Donde, A es una matriz de n X n y b es un vector de dimensién n.

3.5.1. Momentos

El valor medio seré:

E[Y] = AE[X]+b (47)
ny = Anig+1b (48)

La matriz de covarianza estarda dada por:
. S T
Cy=FE [(Y —my]) (Y = my]) ] (49)
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Donde: . L .
Y —nip = AX +b— Anig — b= A (X - niy) (50)
Si se toma Y — my = Yy y X — my = Xp, se tiene que la matriz de covarianza

esta dada por:
Cy = E oY) | = E[AXo X A" (51)

Teniendo en cuenta que E[XoX{| = C, finalmente se llega a que la matriz de covar-
ianza de Y sera:
Cy = AC3 A" (52)

Esta matriz de covarianza es analoga a 0% = a’0% para el caso de una sola senal
aleatoria.

3.6. Diagonalizacién de la matriz de covarianza

Teniendo una matriz de covarianza C'y no diagonal, es posible utilizar la transforma-

cién lineal Y = AX para obtener una matriz Cy que si sea diagonal, es decir, obtener un
vector cuyas variables no estén correlacionadas.
De manera que Cy = AC 3 AT sea diagonal.

Imponiendo la condicién adicional de que || Y ||2=|| X ||*:

PIV — STATAR = XTX (53)

Ya que se debe cumplir que las normas sean iguales, es necesario que ATA = I, es
decir que AT = A~1: se trata de una matriz ortogonal (en el caso real) o unitaria (en el
caso complejo); representa una rotacién.

Cy = ACzA™ (54)
CyA = ACy (55)
ATCy = CzAT (56)
BCy = Cg4B (57)

Donde B = A" es una matriz cuyas columnas son los autovectores de C'g, y los
autovalores son b;oy. .

3.7. Distribucién gaussiana multivariable

Una variable aleatoria gaussiana de media m y varianza o? (denominada N(m,c?))
tiene una funcion de densidad de probabilidad:

_ (a:—m)2
e 202

fx(z) = Vo

(58)



Utilizando el cabmio de variable anterior, un vector aleatorio cuyas componentes sean
gaussianas de media m y covarianza C, denominado N (m, ('), tiene una funcién de den-
sidad de probabilidad:

6—1/2(f—m)T0—1(f—rﬁ)

VI det(C)172

Esto se puede dar, por ejemplo, en la distribucion de los tiros al blanco en el eje z v

fx(@) = (59)

Y.

3.7.1. Cbémo construir una gaussiana

Es posible construir una distribucién gaussiana usando una distribucién uniforme y
una distribucién de Rayleigh:

= rcos¢ (60)
= rsin¢ (61)
(62)

Donde phi es una uniforme de valor 1/27 que va de 0 a 27, y r cumple con la distribucién
de Rayleigh.

fxy(zy) = 350t 7 T ot (63)
. fXY(xuy) _ 8([E,y)
fR<I>(r7 ¢) - ’det gg{z’z;’ - fXY<x7y) ‘det a(h qb) ‘ (64)
fa(0) = [ fuatropdr = [TrS T ar = (66)
2m 2w 6_20% 6_#
fa) = [ frolro)ds = [T rS o (67)
0 0 To o

4. Procesos Estocasticos

4.1. Concepto de proceso estocastico

Un proceso estocastico es una secuencia de experimentos aleatorios. Generalmente
esta secuencia es en el tiempo pero no necesariamente.

Para visualizar este concepto:

» X(¢,w) constituye una familia de funciones, un proceso estocastico, donde ¢ es un
instante de realizacion y w es el parametro de la senal.

» X (t,ws) es una funcién de t.

» X (tp,w) es una variable aleatoria.



» X(tp,ws) es un resultado experimental, un nimero real.

Por ejemplo, se puede tener un proceso en que cual P(wy) = P(wy) = 1/2y X(t,wo) =
8t + 1, mientras que X (¢, w;) = cos(2w1000t).

Uno de los problemas importantes a resolver es como representar este proceso, ya que
cada una de las realizaciones es una senal aleatoria que tiene asociada una forma de onda
a lo largo del tiempo.

Lo que se puede hacer es dejar fija una de las dimensiones y caracterizar las otras. Por
ejemplo, si se deja fija la realizacién £ (es decir, se elige una realizacién en particular),
pueden calcularse los momentos correspondientes:

mx(©) = Jin 7 [ st (69
Ryx(r) = Jim o [ at.&)at+ &)t (69)
Px(§) = Rxx(0,¢) (70)

Si, en cambio, se deja fijo el instante del tiempo tg, se pueden obtener otros momentos:

pxt) = [ af(@it)s (71)
AW = [ @ px®) Sty (72)

4.2. Clasificacion: tiempo continuo y discreto, amplitud contin-
ua y discreta

4.3. Funciones de distribucién y densidad de probabilidad de
orden n

4.3.1. Orden 1

Px(at) = PIX() <4] (73
frtap) = D (74)

Al comparar las realizaciones de un mismo proceso en distintos instantes de tiempo,
se obtienen las funciones de densidad f(z1,x9;1,t2).
La autocorrelacion entre dos instantes t; y to sera:

Rx(ti,ts) = E[X(t)X(l2)] (75)
= /_O:o/_O:Oxla:Qf(xl,xg;tl,tg)dxldxg (76)

Y la probabilidad estara dada por:

leXQ(LUl,IQ;tl,t2> = P[X(tl) S I,X(tz) S l‘] (77)
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4.4. Procesos estacionarios

Un proceso estacionario es aquél que es invariante ante una traslacion en el origen de
tiempos.

4.4.1. Proceso estacionario de orden 1

Debe cumplirse que para todo e, sus funciones de probabilidad y de distribucion
no dependan del tiempo, sino solo de x:

Fx(z,t) = Fx(z,t+¢) (78)
fx(ﬂf,t) = fX(J},t—i‘E) (79)

Es decir que la probabilidad no cambia ante una traslaciéon en el origen de tiempos.
Por esto mismo, el valor medio y la varianza serdn constantes para todo t: mx(t) = mx

y ox(t) = ox.

4.4.2. Proceso estacionario de orden 2

Debe cumplirse que para todo cei:
Fx,x,(21, T2, t1,t2) = Fx,x, (71, 72,11 + €, + €) (80)

Por lo que se puede decir que Fx, x, (21, %2, t1,t2) = Fx, x,(1,2a,t2 — t1), ya que so-
lamente depende de la diferencia de tiempos entre t; y ts.

Que un proceso sea estacionario de orden 2 implica que es estacionario de orden 1, es
decir que su funcion de densidad de probabilidad es independiente del tiempo y que el
valor medio y la varianza son constantes en el tiempo.

Como puede verse en la ecuacion (76, en un proceso estacionario de orden 2 es claro que
la autocorrelacién sélo depende de la diferencia de tiempos: Rx(t1,12) = Rx(t2 —t1) =
Rx (7). Y de la misma manera con Cx(7)

4.4.3. Proceso estacionario en sentido amplio

Se denomina proceso estacionario en sentido amplio (ESA o WSS) o también
proceso débilmente estacionario a aquellos procesos que tengan my y o% constantes y
Ryx dependiente tinicamente de 7.

No interesa céomo es la funcién en si, sino los datos sobre el valor medio, la varianza
y la autocorrelacion. Ya que si la entrada a una sistema LTI tiene estas propiedades, la
salida también las tendra.

No existen en la préctica los procesos estacionarios ideales, sin embargo, en un gran

nimero de casos, se puede tomar un proceso como estacionario ya que durante el tiempo
pertinente los parametros no varian.
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4.5. Valor medio, varianza y autocorrelaciéon

Para una variable en dos instantes t; y ts:

Cx(ti,t2) = E[(X(t1) —mx(t)) (X(t2) — mx(t2))] (81)
Cx(ti,ta) = plti,ta)ox(t1)ox(t2) (82)
Rx(t1,t2) = Cx(t1,t2) + mx(t1)mx(t2) (83)

(84)

4.6. Interpretacién de la funcién de autocorrelacién

A partir de la funciéon de autocorrelacion se puede distinguir una senal cuyos valores
varian muy rapidamente de una senal cuyos valores varian lentamente. En el primer caso,
la funcién Ry (7) se extenderd mucho més sobre la recta 7 que en el segundo caso.

En otras palabras, cuando la autocorrelacion es alta, entre dos instantes cercanos
tendremos un valor similar; pero cuando es baja, podremos tener cualquier valor.

Propiedades

» Tanto Rx(7) como Cx(7) son funciones pares

Rx(1) = COx(1)+m5 = p(r)o +m% (85)
Cx(0) = o%>[Cx(7)] Vr (86)
(87)

E[(X(t) - X(t+7)°"] = E[X*@®)|+E[X(t+7)| - 2B[X ()X (t+7)[88
= 2Rx(0) — 2Rx(7) (
— 20%(0) — 20x(7) (90
= 20%(1—p(7)) >0 (

De manera que el coeficiente de autocorrelacién para 7 = 0 serd p(0) = 1 siempre, ya

que se trata de la misma medicién; y Rx(0) = 0% + m% puede ser interpretado como la
potencia del proceso.

4.7. Teorema de Wiener-Khinchin

El teorema de Wiener-Khinchin establece que la transformada de Fourier de la funcién
de autocorrelacion constituye la densidad espectral de potencia de esa funcién.
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4.7.1. Caso continuo
4.7.2. Caso discreto
Sea x(n) una senal aleatoria ESA, cuya funcién de autocorrelacién estd dada por:
rxx(m) = E[z(n+ m)z*(n)] (92)

La densidad de potencia espectral serd la transformada discreta de Fourier de rxx:

SX)((Q) =T i T'X)((m)eiQﬂQmT (93)

n=—oo

Donde T es el intervalo de muestreo, y se asume que la senal es de banda limitada a
+1/2T, y es periddica, con frecuencia 1/7.

4.8. Densidad espectral de potencia

Se define Sx(w), la densidad espectral de potencia del vector X como la trans-
formada de Fourier de la funcién de autocorrelacién Ry .

Sy(w) = F{Ry) = / Ry (r)e T dr (94)

La densidad espectral de potencia representa el promedio de la energia que esta trans-
mitiendo un proceso en una determinada frecuencia.

Para un proceso estocastico no estacionario, la densidad espectral de potencia es-
tara dada por:

Sx(t,w) = F{Rx(t,7)} = [ Rx(t,7)e mdr (95)
En este caso, se verifica que su area es la potencia del proceso o su autocorrelacion en

7=0.

Ademas, de esta misma manera se puede calcular la densidad espectral de potencia
para la correlacién entre dos procesos (rxy (t,7) = E [x(t)y(t + 7)]), teniendo en cuenta
que cuando la correlacion entre ambos procesos es estacionaria, rxy dependera unica-
mente de 7.

Sxy(w) = F{Rxy(r)} = [ Rxy(r)e 7dr (96)
4.9. Comparacion de formulaciones en tiempo continuo y dis-
creto

4.10. Expansion de Karhunen-Loeve

4.11. Procesos ergodicos

Se dice que un proceso estacionario es ergédico cuando las funciones que entranan
valores esperados a lo largo de las realizaciones pueden obtenerse también a partir de una
sola realizacion.
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Es decir que una sola realizacion es representativa de toda la familia.

Un ejemplo de proceso ergddico es un promedio temporal:
. 1 X
X =— i 97
NZ¥7 (97)

5. Sistemas lineales con excitaciones aleatorias

Si un proceso estocéastico se aplica a un sistema lineal, a la salida se obtiene otro
proceso estocastico. La relacion entre las variables que caracterizan al de la entrada y las
que caracterizan al de la salida, se obtienen a partir de la respuesta impulsiva h(t).

5.1. Valor medio, autocorrelacién y densidad espectral de po-
tencia de la salida

Teniendo en cuenta que:
y(®) = [ hr)a(t = 7)dr (98)
Se puede obtener el valor medio de y(t) como:
MH:/MﬂEM#wmh (99)
Y, si X es estacionario:
E[Y] = B[X] / h(r)dr = E[X]H(0) (100)
Por otro lado, la autocorrelaciéon de la salida sera:
Ry (t) = h(t)h" (—t)Rx (t) (101)
Y la densidad espectral de potencia:

Sxy(u)> = H(w)SX(w) (102)
Sy(w) = [HW)|" Sx(w) (103)
Estas relaciones son importantes, ya que constituyen una manera real y practica de

obtener la respuesta impulsiva de un sistema lineal.
Es decir que utilizando la ecuacion:

- S

Se puede obtener la respuesta impulsiva a partir de las densidades espectrales de la
entrada y de la salida en funcién de la entrada.

(104)
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5.2. Sistemas de multiples entradas y salidas
5.3. Filtros

5.4. Formulacion en tiempo continuo y discreto
6. Procesos particulares

6.1. Ruido blanco

Se denomina ruido blanco a una senal aleatoria con ancho de banda infinito, es decir
que contiene a todas las frecuencias.

Hay dos tipos de ruido blanco: uniforme o gaussiano.

La densidad espectral del ruido blaco es una uniforme que va desde —pi /T hasta pi/T,
con valor Ny/2.

El ruido blanco real no existe, ya que no se puede tener ancho de banda infinito. En la
practica se utilizan senales que tienen un ancho de banda mayor al del sistema estudiado,
por lo que se lo considera infinito.

6.2. Modelos lineales en tiempo discreto: procesos AR, MA y
ARMA

6.2.1. Proceso AR1

Un proceso autoregresivo de primer orden estarda dado por la siguiente ecuacion:

X, = aX, 1+ W, (105)

Donde W, es ruido blanco, con varianza o3, y valor medio nulo. En las ecuaciones que
se incluyen a continuacién se supone que la entrada es deterministica, ya que de no ser
asi no es posible efectuar la transformada z.

Si X,, es un proceso ESA, se puede obtener el valor medio:

E[X,] = aE[X,_1]+ E[W,] (106)
E[X,] = aE[X,]+0 (107)
E[X, = 0 (108)
Y la varianza:

ok =E[X] = E[a®X2,+ W+ 20X, W, (109)
E[X2] = &®E[X2|+E[W2| +2E[X, W] (110)
E[X2] = o®E|XZ|+ 0} + 240 (111)
ox = ad’ox +oiy (112)
2 _ W (113)

ox = 1—a

Donde |a| < 1.
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Y, por iltimo, la autocorrelacién:

Ik
Ry(k) = d"o% = 1“ o2, (114)
—a
Rx(0) = a’% =o% (115)
Rx(1)=Cx(1) = a'o% = pox,0x,, (116)

Es claro que en este tltimo caso, p = a, y para el caso general, p(k) = a*

de correlacion entre X, v X, 1.

, es el coeficiente

Si se obtiene Sx(w) como la transformada de Fourier de la correlacién, se puede ver
la coloracion del ruido.
Ejemplos de valores de a:

= ¢ = 0,9, constituye un pasabajos, donde cada valor estd muy relacionado con el
anterior, la funcién Cx (k) tendra una numerosa cantidad de valores y el trazado de
X,11 en funcién de X, es una elipse muy cerrada, inclinada /4.

= a = 0,5, se trata de un pasabajos mas leve, donde cada valor esta un poco relaciona-
do con el anterior, la funcién Cx (k) tiene menor cantidad de valores y el trazado
de X, .1 en funcién de X, es una elipse levemente cerrada.

= ¢ = —0,9, se trata de un pasaaltos, donde lso valores suelen alternar el signo, la
funcién C'x (k) también alternara el signo de sus componentes y el trazado de X, 14
en funcién de X, es una elipse muy cerrada, inclinada a 37/4

6.2.2. Proceso AR2
Un proceso autoregresivo de orden 2 se describe mediante la siguiente ecuacion:
X, =aX,_1 +bX,_o+ W, (117)

Dentro del plano a, b es necesario buscar las regiones para las que el comportamiento
del sistema es estable. Y dentro de esa region hay que buscar las zonas donde los polos
de la transferencia sean reales y donde sean complejos.

Cuando los polos son complejos conjugados, X tiende a oscilar y es mucho mas rico.

6.2.3. Proceso AR-q
Un proceso autoregresivo de orden ¢ se describe mediante la siguiente ecuacion:
X = X 1+0X, 20+...+ qun_q + W, (118)

q

i=1

Haciendo la transformada Z:

X(z)=W(z)+ ibile(z) (120)
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Teniendo en cuenta que la entrada del sistema es W(z) y la salida es X(z), se puede
obtener una expresién para la respuesta impulsiva H(z).

3 1
I B

H(z) (121)

Se trata de una respuesta que tiene ¢ polos y ningtin cero, es decir que se trata de un
filtro IIR.
6.2.4. Proceso MA

Se denomina Moving Average o promedio movil, o filtro transversal o ventana deslizante,
a un sistema descripto por la siguiente ecuacion:

P
=0

Es decir que en este sistema se suman los valores previos de W,,, multiplicados por un
factor.

Teniendo en cuenta que W, es la entrada y Y, la salida, se puede obtener la respuesta
impulsiva:

hi) = b (123)
H(z) = ibizi (124)

Es decir que se trata de un filtro cuya transferencia tiene ceros y no tiene ningun polo,
es un filtro FIR.

Por otro lado, es posible calcular el valor medio de la salida:
E[Y,] = h"EW,] (125)

Dado que W,, es ruido blanco, con media cero, la media de la salida sera también cero.
También se puede calcular la varianza:

E[Y?] = ERW,W]h] (126)
E[Y?] = WE[W,W]|h=h"Cxh (127)

6.2.5. Procesos ARMA

Combinando la ecuacion general de los procesos autoregresivos con la del promedio
movil, se puede obtener la ecuacién de un sistema en que se realimentan tanto la entrada
como la salida.

De esta manera es posible obtener procesos con una gran variedad de caracteristicas
espectrales, a la vez que una gran cantidad de procesos pueden pensarse como si hubieran
sido generados a partir de ruido blanco y un sistema AR, MA o ARMA.
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6.3. Procesos gaussianos

6.4. Ruido de banda angosta: representacion de Rice, distribu-
cién de envolvente, densidad espectral de potencia

6.5. Proceso de Poisson

6.6. Procesos de Markov: cadenas de Markov en tiempo discre-
to y continuo

6.7. Ecuacion de Chapman-Kolmogoroff

6.8. Ecuaciones de Kolmogoroff y ecuaciones de balance global

7. Elementos de teoria de filtros 6ptimos

Cuando se tiene una senal que pasa por un filtro, normalmente también se tiene un
determinado ruido que se suma a la senal, y cuya salida por el filtro se sumara a la salida
de la senal.

X))+ N(t)—=Y(t)+ V() (128)

Teniendo esto en cuenta, el objetivo de los filtros debe ser maximizar la relacion
senal-ruido, de manera que se preserve la mayor cantidad de informacién.

7.1. Criterios de optimizacién de un filtro

El coeficiente p = S/N se puede maximizar de distintas maneras segun el criterio
adoptado. Un criterio puede ser maximizar la relacion:

_EY ()]
AT 129
Otra relacién posible:
_ |yl
P= BV )

En este caso, |Y(t)|° representa la potencia instantinea de la sefial, mientras que
E [V (t)] representa la potencia media del ruido.

Este segundo criterio se utiliza cuando se quiere discriminar entre unos y ceros, posi-
tivo y negativo, presencia o ausencia de pulsos (ej: radar).

7.2. Filtro adaptado: formulaciones en tiempo continuo y tiem-
po discreto (FIR e ITR)

Para obtener la funcién de transferencia h(t) que masimiza la relacién senal-ruido, se
tuiliza la siguiente deduccion:
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V() = h(t)*N(#) (131)

BV =0t - ;ﬂ | Svw)de (132)
= o [ )P Su(w)de (139
y(t) = h(t) « (t) — ;ﬂ | vt (134)

Con esto es posible encontrar el coeficiente rho, para ello se utiliza el instante tq en
el que la salida es maxima.

(L e Y(u))ejwmdw)2

= 1 2 135
P LS H@) Sy (@)de (135)
_ LR HEX @)etdy (136)

21 % |[H(w)|* Sy (w)dw

El objetivo es encontrar H(w) tal que este cociente sea méximo, pero no se puede hacer
derivando e igualando a cero, es necesario utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwartz

Desigualdad de Cauchy-Schwartz:
[<uwv>P<[lul? o] (137)

Esta desigualdad es valida en los espacios de Banach, en los que < u, u >=||
u ||?. La igualdad solamente se da cuando u = kv.

Para el espacio de las variables aleatorias se define:

<u,v> = ;ﬂ/:jo U(w)V*(w)dw (138)
lulf = ;T/_Z U)o = [ UGy (139)

Es decir que se estdn tomando a las seniales como vectores (se utiliza mucho en comuni-
caciones digitales).
De manera que para las ecuaciones anteriores, podemos definir:

Ulw) = H(w)y/Sy(w) (140)
V(w) = ;32»&m (141)
Sl Lo (143

L = (L) )L, m

27 21) Joso Sn(w)
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Se cuenta, entonces con una cota superior para la relacién senal-ruido, de manera que
el valor de esta cota es pnsc. Ese valor se alcanzard cuando valga el = del <, es decir
cuando u = kv:

7.3.

7.4.
7.5.
7.6.
7.7.

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.

8.5.
8.6.

9.1.
9.2.
9.3.

X (w)

H(w SN(U =k
(W) Sn(w) o)

(145)

Fundamentos de estimacion lineal en medida cuadratica:
espacios de Hilbert de variables aleatorias de 2° orden, teo-
rema de la proyeccion, principio de ortogonalidad

Aplicaciones: filtrado, prediccién y alisado de datos
Ecuacion de Wiener-Hopf

Filtro de Wiener no causal y causal

Ecuacion de Yule-Walker
Elementos de teoria de decision

Decision entre hipotesis binarias
Relacién de verosimilitud
Reglas de decision de Bayes y de Neyman-Pearson

Comportamiento del clasificador: probabilidad de error, de
pérdida y de falsa alarma

Decision entre hipdotesis multiples

Deteccion binaria con observaciones miultiples y ruido gaus-
siano; relacién con el filtro adaptado

Elementos de teoria de colas

Teorema de Little
Colas M/M/1, M/M/1/K, M/M/c, M/M/c/c

Ejemplos de aplicacion
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